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Abstract
In this thesis, an original law of adhesion is developed and then coupled to the
classical law of unilateral contact with threshold friction, in order to study the
phenomenon of fibre/matrix debonding in composite materials.
This tribological law is developed within the framework of standard generalized
materials adapted to interfaces. Thus, the law is derived from a free energy po-
tential Ψc and a dissipation potential Φc. The adhesive interface is interpreted
as a bundle of links connecting the two contact surfaces. Each link is assumed
to have a plastic behavior with softening and damage, caused by stretching, to
represent the loss of adhesion. An internal variable ga measuring an irreversible
adhesive gap is introduced and associated by energetic duality to an adhesive
stress pa. The ranges of ga and pa are limited by two characteristic constants of
adhesion, gM and pM respectively. pM is the maximum adhesive tension below
which the links remain elastic. Above this limit, debonding and damage of the
links occur as ga increases. Once ga reaches the value gM , total rupture of the
adhesive bond occurs.
This adhesion law is then mounted in parallel to the contact and friction laws
into a unique law. The law is regularized using either the approximate penalty
method or the exact augmented Lagrangian method, in option.
The regularized laws are implemented in a node-to-node contact element of the fi-
nite element code TACT. The adhesive force is computed by means of a predictor-
corrector with projection algorithm for integrating the evolution of ga, and the
relevant Jacobian tensors required for the resolution of non-linearities by the ite-
rative scheme of Newton are calculated. This is accomplished for the penalty and
the augmented Lagrangian regularizations.
A traction test of a glass/epoxy interface in the normal direction is designed and
used to experimentally determine the parameters pM and gM of such an interface
(pM directly and gM indirectly).
Numerical simulations of adhesion between a rigid punch and an elastic half-space
enable the comparison of the proposed model of adhesion to the classical theories
of adhesion. A numerical simulation of the standard pull-out test of a fibre em-
bedded in a matrix is then performed, and the numerical shear distribution along
the interface is compared to the analytical one existing for this experiment. The
results are in good agreement with existing ones. Finally, a crack propagation in
a fibrous composite is simulated.
Key words : Contact Mechanics, Friction, Adhesion ;
Numerical Methods, Finite Element Method, Augmented Lagrangian Method ;
Continuum Mechanics, Composite Materials, Debonding, Crack-Bridging ;
Re´sume´
Afin de mieux comprendre la re´sistance a` la rupture des mate´riaux composites
fibreux, notamment les phe´nome`nes de de´cohe´sion a` l’interface fibre/matrice et
de pontage des fissures par les fibres, un mode`le d’adhe´sion couple´ au contact
avec frottement est ici de´veloppe´.
La loi d’adhe´sion introduite s’inscrit dans le cadre des mate´riaux standards
ge´ne´ralise´s e´tendu aux interfaces. Ainsi, cette loi d’interface de´rive d’un potentiel
d’e´nergie libre Ψc et d’un potentiel de dissipation Φc. L’adhe´sion est mode´lise´e par
des filaments reliant les deux faces en contact. Le comportement de chaque fila-
ment est de type plastique avec e´crouissage ne´gatif afin d’introduire un e´tirement
endommageant des filaments repre´sentant la perte d’adhe´sion. ga est une va-
riable interne introduite mesurant un e´cart adhe´sif irre´versible, et on lui associe
par dualite´ e´nerge´tique la contrainte adhe´sive pa. Le rayon d’action de ga et de
pa est limite´ par deux constantes, respectivement gM et pM , caracte´ristiques de
l’adhe´sion. pM est la contrainte seuil adhe´sive en desssous de laquelle les filaments
restent e´lastiques. Au dela de ce seuil, il y a de´cohe´sion avec endommagement des
filaments, et la variable ga e´volue. Lorsque ga atteint la valeur gM , il y a rupture
totale du filament.
Cette loi d’adhe´sion est ensuite monte´e en paralle`le avec une loi de contact avec
frottement pour former une seule loi constitutive. La re´gularisation de la loi est
effectue´e en utilisant soit la me´thode approche´e de la pe´nalite´ soit la me´thode
exacte du Lagrangien augmente´, au choix.
La loi d’adhe´sion-contact-frottement re´gularise´e est mise sous la forme d’un algo-
rithme nume´rique qui est ensuite implante´ dans l’e´le´ment contact nœud-a`-nœud
du programme d’analyse me´canique TACT. L’algorithme comprend le calcul des
efforts adhe´sifs, e´value´s par un pre´dicteur-correcteur avec projection repre´sentant
la loi d’e´volution de la variable ga, ainsi que le calcul des tenseurs Jacobiens
ne´cessaires a` la re´solution des non-line´arite´s par la me´thode ite´rative de Newton.
Ceci est effectue´ pour la pe´nalite´ et le Lagrangien augmente´.
Une expe´rience de traction d’une interface verre/e´poxyde dans la direction nor-
male, a e´te´ mise au point afin de de´terminer expe´rimentalement les parame`tres
pM et gM d’une telle interface (pM directement et gM indirectement).
Des simulations nume´riques d’un poinc¸on rigide sur un demi-espace e´lastique
permettent de comparer dans un premier temps la loi d’adhe´sion propose´e aux
the´ories classiques de l’adhe´sion. Ensuite, un essai d’arrachement d’une fibre
noye´e dans une matrice est simule´ et e´tudie´ en rapport aux me´thodes analy-
tiques associe´es a` cet essai. Pour finir, la simulation nume´rique d’une fissure se
propageant dans un composite fibreux est effectue´e.
Mots cle´s : Me´canique du Contact, Frottement, Adhe´sion ;
Me´canique des Milieux Continus, Me´thodes Nume´riques ;
Me´thode des E´le´ments Finis, Me´thode du Lagrangien Augmente´ ;
Mate´riaux Composites, De´cohe´sion, Pontage de Fissures ;
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Chapitre 1
Introduction
1.1 Position du proble`me
1.1.1 Quelques e´le´ments de me´canique des contacts
Le fonctionnement de la plupart des syste`mes me´caniques repose sur le contact
entre les diverses pie`ces qui les constituent.
“La me´canique des contacts s’attache a` de´crire la relation ge´ome´trique (mouve-
ment relatif), l’interaction statique (action-re´action) et la loi me´canique (tribo-
logie) entre deux solides proches ou contigus qui s’attirent ou se repoussent.”
(d’apre`s [23])
Dans la plupart des cas, le contact peut eˆtre simple, normal, unilate´ral (Fi-
gure 1.1 a)), voire couple´ a` d’autres phe´nome`nes tangentiels tels que le frot-
tement (Figure 1.1 b)). Des applications comme les disques de freins, les em-
brayages, les pneumatiques, les syste`mes poulie/courroie sont quelques exemples
re´pandus en me´canique dont le fonctionnement est assure´ par frottement 1.
Ces phe´nome`nes apparaissent aussi dans les processus de fabrication industriels
comme l’usinage ou le formage des mate´riaux.
Cependant, dans de nombreuses situations, le contact avec frottement peut aussi
s’accompagner d’un troisie`me phe´nome`ne tribologique appele´ adhe´sion (Fi-
gure 1.2). Me´caniquement, on peut dire qu’il y a adhe´sion entre deux solides
si simultane´ment :
a) ils ne peuvent se se´parer en dec¸a` d’un certain seuil de traction (Fi-
gure 1.2 a)),
b) ils ne peuvent glisser l’un par rapport a` l’autre en dec¸a` d’un certain seuil
de cission (Figure 1.2 b)).
1En comparaison avec d’autres me´canismes (clavettes, bute´es, engrenages ...) re´gis par
contact unilate´ral dont le fonctionnement est dit assure´ par obstacle.
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Fig. 1.1 – Graphes du contact unilate´ral et du frottement a` seuil de Coulomb. gn est l’e´cart
normal, pn la pression normale,
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Fig. 1.2 – Graphes du contact et du frottement avec adhe´sion. sn et st sont les seuils
d’adhe´sion normal et tangentiel, respectivement.
Contrairement au contact et au frottement, notons que l’adhe´sion fait intervenir
des processus physico-chimiques au niveau de l’interface entre deux corps. Les
forces de contact normal (non-pe´ne´tration) et de frottement sont pre´sentes, dues
a` la nature meˆme des deux corps et a` leur rugosite´ de surface. Pour que des
forces adhe´sives apparaissent, il faut que la constitution atomique de la zone de
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contact soit de plus modifie´e 2. Il faut a` ce titre faire une nette diffe´rence avec
les phe´nome`nes adhe´sifs lie´s au frottement, et que nous appelerons adhe´rence
(Figure 1.1 b)). Du point de vue me´canique, on peut dire qu’il y a adhe´rence
entre deux corps en contact s’ils ne peuvent glisser l’un par rapport a` l’autre en
dec¸a` d’un certain seuil de cisaillement proportionnel a` la force de contact.
De plus, nous restreignons le cadre de cette e´tude a` une adhe´sion irre´versible en
supposant que les liaisons adhe´sives, une fois rompues, ne peuvent se re´ge´ne´rer,
ce qui est le plus fre´quent.
L’adhe´sion se rencontre dans de nombreuses applications ou` interviennent des
adhe´sifs ou des colles, et cela dans des secteurs tre`s divers et a` des e´chelles
variables, notamment entre la matrice et le renfort dans lesmate´riaux compo-
sites.
1.1.2 Me´canique de la rupture des mate´riaux composites
Ge´ne´ralite´s
Un mate´riau composite est un mate´riau constitue´ de deux phases clairement
discernables, de natures tre`s diffe´rentes et aux fonctions comple´mentaires :
– la matrice le´ge`re re´alisant la continuite´ et assurant la cohe´sion,
– le renfort rigide apportant une re´sistance me´canique supple´mentaire a`
l’ensemble.
Ayant des proprie´te´s me´caniques exceptionnelles, notamment graˆce a` leur rapport
rigidite´/masse, les mate´riaux composites remplacent les me´taux dans un nombre
croissant d’applications (automobile, transport ae´rien et maritime, ae´rospatiale,
accessoires de sport...). En re`gle ge´ne´rale, un composite est fabrique´ par in-
corporation du renfort solide (fibres de verre, dans ce qui suit) dans la ma-
trice liquide, suivi de la solidification de la matrice. L’incorporation s’ac-
compagne de re´actions physico-chimiques a` l’interface (adhe´sion/de´cohe´sion) et
la solidification entraˆıne une force de serrage de la matrice autour de fibres
(adhe´rence/glissement). On peut souligner de`s a` pre´sent que l’interface joue un
roˆle cle´ dans le comportement du mate´riau. C’est aussi une re´gion ou` le contact
avec frottement se retrouve couple´ a` l’adhe´sion.
Hull [64] pre´sente une synthe`se comple`te des mate´riaux composites. Les pro-
prie´te´s, le comportement me´canique, les proce´de´s de fabrication de tels mate´riaux
sont actuellement bien maˆıtrise´s (Gibson [48], Daniel et Ishai [29], Berthelot [9],
Christensen [17]), ainsi que leurs me´thodes de dimensionnement pour la concep-
tion (Gay [45]). Cependant, due a` la pre´sence du renfort, la rupture des mate´riaux
composites est moins bien connue car elle diffe`re de celle des mate´riaux classiques.
2L’adhe´sion peut eˆtre cre´e notamment par adsorption thermodynamique, par e´lectrostatisme
ou par re´action chimique au niveau de l’interface.
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Fissuration d’un composite
Conside´rons un mate´riau composite fibreux unidirectionnel soumis a` une charge
de traction et dont la matrice contient une fissure pre´existante perpendiculaire a`
la direction des fibres (Figure 1.3). Au dela d’une certaine valeur du chargement,
la fissure se propage ine´vitablement dans la matrice. Ne´anmoins, a` l’approche et
au contact des fibres, plusieurs phe´nome`nes micro-me´caniques vont contribuer a`
modifier de fac¸on ge´ne´rale cette propagation.
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Fig. 1.3 – Exemples d’endommagement et de me´canismes de rupture dans un composite
renforce´ de longues fibres (adapte´ d’Anderson [5]). On distingue sche´matiquement la rupture
et l’arrachement de la fibre (1), des fibres pontantes (2), le phe´nome`ne de de´cohe´sion (3), la
rupture d’une fibre (4) et l’endommagement de la matrice (5).
Ainsi, la propagation de la fissure est ralentie suite au transfert de la charge
sur les fibres situe´es en amont de la fissure par l’interme´diaire de l’interface.
Ceci empeˆche l’ouverture de la fissure. On dit alors que les fibres pontent la
fissure. Avec l’accroissement de la charge au dela d’un certain seuil, les fibres ne
peuvent plus retenir l’ouverture de la fissure. Plusieurs sce´narios peuvent alors
se de´rouler, selon les re´sistances respectives de la fibre, de l’interface et de la
matrice (voir [123],[9]) :
1. Rupture brutale de la fibre (lie´e a` la re´sistance de la fibre).
2. De´racinement de la fibre qui emporte une couche de matrice (lie´ a` la
re´sistance de la matrice).
3. De´chaussement de la fibre hors de la matrice (de´pend de la re´sistance de
l’interface).
Ce dernier phe´nome`ne, aussi appele´ de´cohe´sion, est celui qui intervient le plus
fre´quemment, car l’interface est l’e´le´ment le plus faible dans la plupart des cas.
Etat de l’art • 5
Nous comprenons aussi comment la qualite´ de l’interface donne au mate´riau
composite une re´sistance e´leve´e a` la rupture et a` la fatigue. Du point de vue
e´nerge´tique, on peut dire que l’interface absorbe en partie l’e´nergie qui serait
dissipe´e par une propagation de la fissure.
Le phe´nome`ne de de´cohe´sion peut se de´composer en trois e´tapes :
a) cisaillement e´lastique entre la fibre et la matrice.
b) rupture de l’interface entre la fibre et la matrice.
c) frottement entre la fibre et la matrice.
Tous ces processus ont lieu se´quentiellement, avec une force de contact unilate´rale,
duˆe a` la pression exerce´e par la matrice sur la fibre. Il n’est ne´anmoins pas exclu
que les processus b) et c) s’effectuent simultane´ment. Auquel cas, les phe´nome`nes
de frottement et d’adhe´sion coexistent au sein de l’interface. Le cas du mate´riau
composite fissure´ est celui qui nous inte´resse le plus, car nous e´tudions l’adhe´sion
afin de mode´liser plus fide`lement le comportement en rupture des mate´riaux
composites, notamment les phe´nome`nes de pontage des fissures (adhe´sion) et
de de´chaussement (de´cohe´sion). La pre´sence des fibres augmente non seulement
le module d’e´lasticite´ et les autres proprie´te´s me´caniques du mate´riau dans la
direction des fibres, mais aussi sa re´sistance a` la fissuration transverse, par la
pre´sence d’adhe´sion entre la fibre et la matrice. L’adhe´sion a` l’interface joue un
roˆle important pour la fatigue du mate´riau, notamment puisqu’elle ralentit la
propagation des fissures dans le composite.
Ainsi, pour notre e´tude, il est ne´cessaire d’e´tablir un mode`le d’interface ou` les
conditions de contact unilate´ral, de frottement et d’adhe´sion sont couple´es au
sein d’une meˆme loi constitutive 3 (Figure 1.2).
1.2 Etat de l’art
1.2.1 Mode`les de de´cohe´sion des mate´riaux composites
Afin de mieux comprendre les processus de rupture dans les mate´riaux compo-
sites, il a fallu e´laborer des mode`les qui permettent, dans un premier temps, de
de´terminer comment s’effectue le transfert de charge au niveau de l’interface en
vue de comprendre le processus de de´cohe´sion.
Le mode`le shear-lag
L’une des premie`res mode´lisations du transfert de charge a` l’interface
fibre/matrice a e´te´ propose´e par Cox [20] (voir aussi [64]).
3On trouve aussi un autre cas ou` adhe´rence et adhe´sion sont fortement couple´s, lorsqu’on
conside`re les pneumatiques automobiles. En effet, en fonctionnement normal, il y a adhe´rence
entre la roue et la chausse´e. Aux tempe´ratures e´leve´es, on observe aussi un “collage” des roues
sur la chausse´e duˆ a` de l’adhe´sion.
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Fig. 1.4 – Re´partition des contraintes lors d’un test d’arrachement d’une fibre d’un mate´riau
composite, ayant au pre´alable subi une de´cohe´sion partielle de longueur l, par la me´thode dite
du “shear-lag”. On distingue a) contraintes axiales de la fibre σzf , b) contraintes axiales de la
matrice σzm et c) contrainte de cisaillement interfacique τi le long de l’interface. (D’apre`s [73])
Il s’agit d’un mode`le simple, connu sous le nom de “shear-lag”, mais incomplet par
ses hypothe`ses relativement restrictives. Ce mode`le suppose tout d’abord une in-
terface parfaite (non-endommageable) et se base sur le transfert d’une contrainte
de traction axiale de la fibre vers la matrice par une contrainte de cisaillement
interfaciale. Combinant cette hypothe`se avec les re´sultats de l’e´lasticite´ line´aire
classique, il donne analytiquement la re´partition de la contrainte axiale le long
de la fibre et la contrainte de cisaillement interfaciale le long de l’interface, pour
une fibre entie`rement noye´e dans une matrice qui est soumise a` des efforts de
traction (Figure 1.4).
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Cette approche a e´te´ adapte´e par la suite pour des configurations fibre/matrice
plus complexes (Outwater [98], Rosen [112], Dow [32], Greszczuk [50]), se rap-
prochant de celles rencontre´es dans les composites (contrainte applique´e sur une
fibre partiellement noye´e dans une matrice). Ce mode`le a aussi e´te´ adapte´ par
Eshelby [34] pour un renfort de forme elliptique.
Combine´ a` un crite`re ou seuil de rupture statique (par exemple une contrainte
de cisaillement interfaciale maximale, voir Figure 1.4 c)) ou encore e´nerge´tique,
ce mode`le permet de de´terminer si il y a de´cohe´sion.
Le mode`le shear-lag a l’avantage d’eˆtre simple, pouvant parfois eˆtre re´solu ana-
lytiquement. Son succe`s est duˆ aussi au fait qu’il se re´sume a` quelques formules
pratiques, directement utilisables industriellement pour le dimensionnement ra-
pide et approximatif d’un mate´riau composite. Sa popularite´ re´sulte enfin de son
lien e´troit avec les tests d’enfoncement et d’arrachement qui sont largement uti-
lise´s pour caracte´riser la de´cohe´sion des mate´riaux composites.
Cependant, le mode`le “shear-lag” ne donne aucune indication sur l’e´volution de
la de´cohe´sion et ses me´canismes ; c’est la` son principal de´faut. En effet, il serait
par exemple difficile de pre´voir le comportement du pontage d’une fissure par
cette me´thode. Les re´sultats obtenus seraient trop approximatifs et insuffisants
en terme d’e´volution spatiale et temporelle.
Pour conclure, ce mode`le a fait l’objet d’ame´liorations successives (Hsueh [62]) et
des solutions a` des situations toujours plus complexes (Kim et Mai [73]) ont e´te´
trouve´es, mais conservant ne´anmoins les hypothe`ses simplificatrices du mode`le.
Plus re´cemment, l’approche par un crite`re e´nerge´tique pour la pre´vision de la
de´cohe´sion a e´te´ comple´te´e par des crite`res provenant de la me´canique de la rup-
ture assimilant ce phe´nome`ne interfacial a` une propagation de fissure (Gao et
al. [44], Zhou et al. [134]).
Me´canique de la rupture
La me´canique de la rupture suppose la pre´sence d’une amorce de fissure initiale
dans un mate´riau. Ensuite, la propagation de cette dernie`re est dicte´e par deux
types de crite`res, de´pendant du mode de sollicitation :
– Crite`re en contrainte (Irwin,1957) :
Le champ de contraintes en pointe de fissure est asymptotique, propor-
tionnel a` un facteur d’intensite´ de contraintes (FIC) Km de´pendant de la
configuration conside´re´e (notamment la longueur de la fissure), du mode
de sollicitation m = I, II, III de la fissure et de l’intensite´ de la charge
applique´e. Il y a propagation de la fissure (ou rupture) lorsque le FIC
atteint une valeur critique.
– Crite`re e´nerge´tique (Griffith,1920) :
Le crite`re se base sur le constat que propager une fissure ne´cessite de
l’e´nergie pour la cre´ation des deux nouvelles surfaces. Ainsi, il y aura exten-
8 • Introduction
sion de fissure lorsque l’e´nergie disponible pour propager la fissure atteint
une valeur critique qui repre´sente l’e´nergie de formation de deux surfaces.
L’e´nergie disponible est de´termine´e par la diffe´rence d’e´nergie potentielle
par unite´ de surface entre le syste`me avant et apre`s l’avance´e d’une fissure
(taux de restitution d’e´nergie, note´ G).
Pour des mate´riaux inhomoge`nes comme les composites, la pre´diction de la rup-
ture s’ave`re beaucoup plus complexe. Les valeurs des crite`res sont mal de´finies et
la description du champ de contraintes est particulie`rement ardue. Cependant,
Marshall et al. [84] et McCartney [82] ont remplace´ le composite par un milieu
homoge`ne e´quivalent et ont mode´lise´ l’effet du pontage par une pression applique´e
a` la surface de la fissure. Ils ont ainsi pu proposer une condition de fissuration en
se servant de la me´canique de la rupture. D’autres mode`les, partant d’une fissure
ponte´e, avec diffe´rents degre´s d’endommagement d’interface ont e´te´ e´labore´s, no-
tamment par Budiansky et al. [13]. La lacune principale de l’approche par la
me´canique de la rupture est la meˆme que celle du shear-lag dans le sens qu’elle
ne donne aucun de´tail sur le processus proprement dit de propagation de fissure.
De plus, son utilisation est restreinte a` une ge´ome´trie et a` un e´tat de contrainte
donne´s. Elle ne diffe´rentie pas non plus les spe´cificite´s et le type des diffe´rentes
interfaces que l’on peut rencontrer. Une synthe`se comple`te de l’utilisation de la
me´canique de la rupture dans les mate´riaux composites est disponible dans [42]
et [113] regroupe une liste d’articles sur l’e´tude des interfaces.
1.2.2 Mode`les d’adhe´sion
La compre´hension du comportement de l’interface passe par l’e´tude des
me´canismes d’adhe´sion. Il existe plusieurs the´ories de l’adhe´sion. Plusieurs
mode`les de zone cohe´sive 4 ont e´te´ e´tablis, dont les plus significatifs sont
ceux de Dugdale (1960), Needleman (1987,1990), Tvergaard (1990), Michel et
al. (1992,1994), Cange´mi et al. [15], Raous et al. [108] et Chaboche et al. (1997).
Il semble dans tous les cas que l’adhe´sion soit un processus mole´culaire, voire
atomique (Kendall [70]).
La the´orie de l’adsorption d’Eley (1961)
La the´orie de l’adsorption thermodynamique part du constat qu’une petite quan-
tite´ de liquide de´pose´e a` la surface d’un solide adopte la configuration d’une
goutte, les forces adhe´sives empeˆchant son e´talement. Le degre´ d’e´talement (me-
sure´ par l’angle de contact forme´ entre la surface et les extreˆmite´s de la goutte)
de´pend des e´nergies libres de surface de chacun des composants et permet de
de´terminer l’e´nergie d’adhe´sion de Dupre´ w. Cette notion est e´tendue a` l’adhe´sion
entre deux solides et on conside`re que pour les se´parer, il faut fournir un travail
d’adhe´sion w qui correspond a` la quantite´ d’e´nergie stocke´e par unite´ de surface
a` l’interface (Israelchvili [65], Packham [99]).
4de´crivant l’e´volution des forces cohe´sives
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La the´orie de l’adhe´sion de Johnson–Kendall–Roberts (JKR) (1971)
En supposant des corps e´lastiques line´aires et l’absence de forces de frotte-
ment et d’adhe´sion, le proble`me du contact sphe`re-plan a e´te´ re´solu tre`s toˆt par
Hertz (1881) qui de´termina la distribution de pression, l’enfoncement e´lastique
δ ainsi que le rayon a de la surface de contact ainsi forme´e. Johnson et al. [69]
constate`rent expe´rimentalement des anne´es plus tard que la the´orie de Hertz sous-
estimait ce rayon de contact pour une sphe`re en verre et un plan en e´lastome`re,
qui du reste ne s’annulait pas avec la charge. Leur se´paration ne´cessitait meˆme
une force non-ne´gligeable. Ils attribue`rent ceci a` l’adhe´sion et formule`rent la fa-
meuse the´orie de JKR qui consiste a` associer le travail d’adhe´sion a` une charge
supple´mentaire constante dans une formulation de Hertz. Cette the´orie a e´te´
valide´e ensuite expe´rimentalement et associe´e a` une technique qui permet d’ob-
tenir le travail d’adhe´sion entre deux corps (voir Woerdeman et al. [127], par
exemple). A partir des profils de distribution de pression hyperboliques obtenus,
et en se basant sur un crite`re e´nerge´tique de la me´canique de la rupture, no-
tamment en postulant que le taux de restitution d’e´nergie G est e´gal au travail
d’adhe´sion w, ils purent ainsi pre´voir la charge de de´collement des deux solides.
Leur the´orie ne prenant pas en compte les forces d’attraction hors de la zone de
contact, Derjaguin et al. [30] (DMT) propose`rent un mode`le incluant ces forces
adhe´sives uniquement hors du contact, en conservant ne´anmoins un contact de
type Hertzien. Maugis [86] [87] proposa alors un mode`le permettant entre autres
une transition analytique entre les deux approches pre´ce´dentes.
Le mode`le d’adhe´sion de Fre´mond (1982)
Des formulations plus “locales”, issues de la me´canique des contacts, ont ensuite
permis de retrouver les proprie´te´s macroscopiques et surtout de de´crire l’e´volution
du phe´nome`ne de de´cohe´sion. L’adhe´sion est un phe´nome`ne d’interface. Une
the´orie moderne du contact avec adhe´sion, issue de la me´canique des milieux
continus, est propose´e par Fre´mond [38] [39] [40]. Elle se base sur les conditions
du contact unilate´ral de Hertz–Signorini–Moreau et d’une variable interne β ad-
ditionnelle qui mesure “l’intensite´ de l’adhe´sion” localement (Figure 1.5). Cette
variable est re´gie par une loi d’e´volution au dela` du seuil d’adhe´sion, ce dernier
e´tant de´termine´ par le travail de l’adhe´sion w.
En utilisant le formalisme des variables internes (Coleman et Gurtin [19]), pour
son caracte`re irre´versible, et le formalisme moderne de l’analyse convexe de Mo-
reau [91] [92] [93] [94], pour son caracte`re irre´gulier, Fre´mond montre que sa
loi constitutive de contact avec adhe´sion se rame`ne a` une loi d’e´tat et une loi
d’e´volution qui de´rivent respectivement d’un potentiel (non re´gulier) d’e´nergie
libre et d’un potentiel de dissipation comple´mentaire (Germain et al. [47],
Fre´mond, Lemaitre–Chaboche [80], Klarbring [76]). Le respect des principes
fondamentaux de la thermodynamique, notamment de l’ine´galite´ de Clausius–
Duhem, est ainsi assure´. Un mate´riau dont le comportement est de´crit par les lois
10 • Introduction
pre´ce´dentes est appele´ mate´riau standard ge´ne´ralise´, selon le formalisme de Hal-
phen et Nguyen [52]. Dans cette ligne´e, la loi de contact unilate´ral avec adhe´sion
de Fre´mond a re´cemment e´te´ couple´e a` une loi de frottement non associe´e de
Coulomb–Moreau 5 par Cange´mi et al. [16], Cange´mi [15], Raous et al. [107] [108].
Enfin, une loi similaire a e´te´ utilise´e pour caracte´riser le roˆle de l’interface dans
la fissuration des composites (Monerie [90]).
corps Ω
corps Ω′
interface Γ
β = 1
0 < β < 1
β = 0
rupture
zone adhe´sive
MICRO
MACRO
Fig. 1.5 – Variable interne β de mesure de l’adhe´sion : rapport entre le nombre de filaments
rompus sur le nombre initial de filaments. β ∈ [0, 1]. β peut aussi s’interpre´ter comme l’aire de
la zone reste´e colle´e sur l’aire de l’interface totale (=aire colle´e+aire de´colle´e). (Adapte´ de [15])
Nous pensons que le cadre des mate´riaux standard ge´ne´ralise´s me´rite d’eˆtre
adopte´, notamment pour la recherche d’une loi constitutive de´coulant directe-
ment d’un potentiel d’e´nergie libre et d’un potentiel de dissipation.
1.2.3 Traitement nume´rique
Les solutions analytiques aux proble`mes auquels on vient de faire allusion sont
rares. Seules des techniques nume´riques approprie´es permettent de re´soudre effi-
cacement les syste`mes d’e´quations obtenus.
Me´thodes nume´riques en me´canique des solides de´formables
Pour re´soudre le proble`me aux valeurs initiales et aux limites de la me´canique
non-line´aire des solides de´formables, on fait habituellement appel aux trois
me´thodes nume´riques suivantes :
1. La me´thode des e´le´ments finis (MEF) pour la discre´tisation spatiale.
2. La me´thode des ite´rations line´aires (MIL) pour les non-line´arite´s.
3. La me´thode des diffe´rences finies (MDF) pour l’inte´gration temporelle.
5On doit notamment a` Moreau la possibilite´ d’inclure des phe´nome`nes non–re´guliers comme
la plasticite´ et le frottement dans la classe des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s, en choisissant un
potentiel de dissipation convexe, pas force´ment diffe´rentiable. Ces potentiels non-diffe´rentiables
ont e´te´ nomme´s pseudo-potentiels par Moreau.
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Ces trois me´thodes sont programme´es dans le code d’e´le´ments finis TACT [21]
de´veloppe´ par Curnier [22].
Me´thodes nume´riques en me´canique des contacts
Les proble`mes de me´canique des contacts se distinguent par la pre´sence de discon-
tinuite´s ge´ome´triques et mate´rielles (par opposition a` l’hypothe`se de continuite´
de la me´canique des solides) entrainant des non-line´arite´s. De plus, les lois de
contact font intervenir des fonctions a` la fois non-re´gulie`res et non-diffe´rentiables,
introduisant des syste`mes d’e´quations diffe´rentielles partielles couple´es a` des
contraintes d’ine´galite´. La re´solution nume´rique de proble`mes de me´canique des
contacts doit eˆtre pre´ce´de´e d’une re´gularisation du mode`le mathe´matique afin de
de´contraindre le syste`me. Il existe pour cela deux techniques assez re´pandues :
– La me´thode de la pe´nalite´ (Euler,1744) :
Elle a principalement e´te´ introduite par Euler puis Thomson et Tait
(1867) avant d’eˆtre e´tablie par Courant (1927-1962) pour des contraintes
e´galite´s, et e´tendue par la suite aux contraintes ine´galite´s par Bertsekas
(1975), Rockafellar (1976), et plus re´cemment Auslender (1986). C’est
la technique la plus simple et la plus populaire. Elle reste cependant
sensible au choix du parame`tre de pe´nalite´, qui par sa valeur e´leve´e
pose des proble`mes de conditionnement. De plus, la solution obtenue
est une solution approche´e. Elle a e´te´ applique´e pour les proble`mes de
contact avec frottement entre autres par Oden (1980), Curnier et Alart [25].
– La me´thode du Lagrangien augmente´ (Arrow–Solow,1958) :
Comme pour la pe´nalite´, la technique du Lagrangien augmente´ a d’abord
e´te´ introduite par Arrow–Solow, Hestenes [55], Powell [104] pour les
contraintes e´galite´, avant d’eˆtre e´tendue aux contraintes ine´galite´s (Ro-
ckafellar (1974), Fortin [36] [37]). Elle connait de plus en plus de succe`s
car elle e´vite les proble`mes de la me´thode de la pe´nalite´ notamment par
sa robustesse, son bon conditionnement et surtout sa solution exacte. Elle
est par contre plus complique´e a` mettre en œuvre. Son utilisation pour les
proble`mes de contact avec frottement est relativement re´cente (Alart [1],
Alart et Curnier [2], Simo et al. [117] [116], Heegaard et Curnier [54], Pie-
trzak [100], Stro¨mberg [118], entre autres).
1.2.4 Techniques expe´rimentales
Les techniques expe´rimentales ont e´volue´ en fonction des mode`les. Elles se
re´sument principalement a` trois techniques :
– Les tests d’arrachement (Gray,1984 ; De´sarmot et al.,1991 ;
Kim et al.,1991 ; Jiang et al.,1992) :
Ce test consiste a` provoquer la de´cohe´sion a` l’interface en arrachant une
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fibre plante´e dans une matrice (Figure 1.6 a)). Connaissant la traction
applique´e, on en de´duit la contrainte maximale que supporte l’interface
avant de´cohe´sion par une analyse de type shear-lag ou un crite`re de Griffith.
– Les tests de micro-indentation (Mandell et al.,1986-1987 ;
Grande et al.,1988 ; Marshall et al.,1987) :
Le principe est similaire a` celui du test pre´ce´dent a` la diffe´rence qu’il
s’agit d’enfoncer la fibre par une charge en compression applique´e au
niveau de la surface du composite pre´alablement polie, a` l’aide d’un
indenteur(Figure 1.6 b)). On de´termine ainsi la re´sistance de l’interface
au cisaillement. L’analyse des essais s’effectue par un mode`le de type
shear-lag, combine´ a` la the´orie de la me´canique de la rupture, dont le plus
populaire est celui de Marshall [83], Marshall et al. [85].
– L’essai de fragmentation (Kelly et Tyson,1965) :
La technique de fragmentation consiste a` noyer une fibre dans une ma-
trice qui est ensuite soumise a` une charge (Figure 1.6 c)). En raison de
la diffe´rence des de´formations a` rupture des deux constituants, la fibre se
morce`le en fragments, et selon leur longueur, on peut de´terminer la fac¸on
dont la charge est transfe´re´e entre la fibre et la matrice. Kelly et Tyson
(1965) ont propose´ un mode`le dans lequel le transfert de charge est limite´
par la plastification de la matrice le long de l’interface.
a) b) c)
Fig. 1.6 – Tests classiques d’identification des proprie´te´s d’interface, avec a) test d’arrache-
ment, b) test de micro-indentation et c) essai de fragmentation.
Le test d’arrachement est le plus courant car c’est la configuration la plus proche
d’une fibre dans un composite, bien que l’essai de micro-indentation soit techni-
quement plus stable. Ce dernier apporte aussi plus d’information, toutefois, sa
mise en œuvre est relativement complexe compare´ aux informations recueillies.
On constate que ces tests, e´troitement lie´s au mode`le shear-lag et a` l’approche par
la me´canique de la rupture, se contentent de fixer des limites mais ne donnent au-
cune indication sur le me´canisme de de´cohe´sion a` proprement parler (Shetty [114],
Kerans et al. [71], Kuntz et al. [78]).
Un inventaire des tests les plus habituels et des the´ories relatives applique´es a`
des composites fibre de verre/re´sine e´poxde a e´te´ effectue´e par Feillard [35].
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1.3 Objectifs de la the`se
Le premier objectif de cette the`se est de proposer une formulation the´orique
cohe´rente et re´aliste de l’adhe´sion entre deux corps s’inscrivant dans le cadre
de la the´orie des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s. Il s’agira ensuite de coupler
cette formulation avec celles de´ja` existantes du contact avec frottement en une
loi unique. Le deuxie`me objectif est de de´velopper des me´thodes nume´riques pour
la re´solution des e´quations formule´es, notamment en combinant la technique du
Lagrangien augmente´ aux me´thodes des e´le´ments finis et des ite´rations line´aires.
Le troisie`me objectif consistera, une fois calibre´ par des expe´riences ade´quates, a`
appliquer le mode`le obtenu a` des mate´riaux composites fibreux, pour une meilleure
compre´hension de leur comportement me´canique.
1.4 Plan du rapport de the`se
1.4.1 Formulation the´orique
Dans le chapitre 2, les principes fondamentaux de la thermome´canique des solides
et des contacts (lois de conservation, principes de la thermodynamique et lois de
comportement) seront passe´s en revue.
Apre`s un rappel du mode`le de Cange´mi, le chapitre 3 expose le mode`le d’adhe´sion
de´veloppe´, qui s’inspire de la the´orie de la plasticite´ avec e´crouissage.
1.4.2 Traitement nume´rique
La mode´lisation nume´rique par e´le´ments finis de la me´canique des solides
de´formables est rappele´e au chapitre 4.
Le chapitre 5 traite de la discre´tisation nume´rique de la formulation des proble`mes
de contact avec frottement dans un premier temps, puis de l’adhe´sion. Des cas
tests de proble`mes de contact avec frottement et adhe´sion (tests de validation) y
sont aussi traite´s.
1.4.3 Identification expe´rimentale et application aux
composites
Le chapitre 6 expose les techniques expe´rimentales mises en œuvre en vue de
de´terminer les parame`tres adhe´sifs du mode`le. Apre`s cette e´tape de calibration,
dans le chapitre 7, des simulations nume´riques sont effectue´es et e´tudie´es en
rapport avec des the´ories de l’adhe´sion et de la rupture des mate´riaux composites.
Plus pre´cise´ment, le proble`me de l’adhe´sion d’un poinc¸on rigide sur un demi-
espace e´lastique, le test d’arrachement d’une fibre et la propagation d’une fissure
dans un mate´riau composite fibreux seront e´tudie´s.
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Chapitre 2
Me´canique des solides et des
contacts
2.1 Introduction
L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les concepts ge´ne´raux et les
principes fondamentaux de la thermome´canique des solides et de proposer une
formulation the´orique des contacts entre deux solides de´formables. La synthe`se
de la thermome´canique des solides fait l’objet des quatres premie`res sections :
– la thermo-cine´matique
– la thermodynamique
– la thermo-e´nerge´tique
– les lois de comportement
Des e´tudes plus de´taille´es et exhaustives sur la me´canique des milieux continus
et des solides de´formables peuvent eˆtre trouve´es chez Germain [46], Gurtin [51]
et Curnier [24].
Par analogie, l’essai the´orique sur la thermome´canique des contacts des quatre
sections suivantes reprend la meˆme approche, a` la diffe´rence que celle ci est
e´tendue au niveau de l’interface de contact. Les premie`res tentatives de conside´rer
la me´canique des contacts de manie`re continue et de l’inte´grer dans l’optique de
la me´canique des solides remontent a` Hertz (1881), Signorini (1933-59), Fichera
(1964), Duvaut–Lions [33], Kikuchi–Oden [72].
Les re´sume´s qui suivent s’inspirent aussi largement de Zysset [137], Pietrzak [100],
Ramaniraka [106], Stro¨mberg [118], Cange´mi [15] et de Curnier [24] [22]. Quelques
remarques et une synthe`se de la thermome´canique des solides et du contact sont
effectue´s en fin de chapitre.
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2.2 Thermome´canique des solides de´formables
2.2.1 Ge´ome´trie et thermo-cine´matique
De´finition d’un solide
Un corps solide est de´fini comme un ensemble de particules ou de points mate´riels
dans un espace donne´. Le corps est identifie´ par sa forme Ω ⊆ R3 (re´gion de
l’espace qu’il occupe a` un instant originel t = 0 donne´).
L’e´tat thermo-ge´ome´trique originel local est caracte´rise´ par :
– le vecteur position x de chaque particule,
– la tempe´rature originelle T0 de chaque particule.
L’e´tat originel se re´sume donc au couple z = {x, T0} .
Cadre ge´ne´ral
En outre, un corps est suppose´ eˆtre impe´ne´trable pour le distinguer du vide. Cela
se traduit par un domaine Ω non vide (contenant au moins une particule) et
“monocouche” (avec une seule particule par point). Un corps est encore suppose´
eˆtre continu. Cela implique un domaine Ω connexe, c’est-a`-dire d’un seul tenant.
La frontie`re du corps est de´signe´e par Γ ≡ ∂Ω. En plus d’occuper l’espace et
d’eˆtre impe´ne´trable, un corps est mobile, donc susceptible de se mouvoir et de se
de´former dans l’espace au cours du temps t.
Modes de description d’un solide
Apre`s avoir subi une transformation, le solide Ω se trouve a` l’instant t dans
une nouvelle forme Ωt, appele´e configuration ou forme actuelle transforme´e (Fi-
gure 2.1).
L’e´tat actuel du corps est caracte´rise´ par :
– la nouvelle position y(x, t) du point mate´riel x au temps t,
– la tempe´rature actuelle T (x, t) de la particule x.
La fonction y de´finit le mouvement du solide, qui transforme Ω en Ωt, dans
l’espace Euclidien R3. La fonction T de´crit l’e´volution de sa tempe´rature.
Il existe deux principaux types de description de mouvement :
– une description mate´rielle ou Lagrangienne : associe´e a` la forme originelle
du corps Ω,
– une description spatiale ou Eule´rienne : lie´e a` la forme actuelle du corps
Ωt.
Dans cette e´tude, nous adopterons exclusivement une description mate´rielle.
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Cine´matique du solide
Les deux variables cine´matiques qui jouent un roˆle important en me´canique des
milieux continus sont le gradient de transformation et la vitesse.
La vitesse du solide est de´finie par la de´rive´e mate´rielle (partielle) du mouvement
par rapport au temps :
y˙(x, t) =
∂
∂t
y(x, t) (2.1)
De meˆme, on de´finit l’acce´le´ration du solide par la de´rive´e de la vitesse par
rapport au temps :
y¨(x, t) =
∂2
∂t2
y(x, t) (2.2)
Pour mesurer les transformations locales du solide, on introduit le gradient de la
transformation (d’Euler) :
F(x, t) = ∇x y(x, t) = ∂
∂x
y(x, t) (2.3)
La de´formation d’une fibre dx de sa configuration initiale a` sa configuration
actuelle dy est donne´e par :
dy = Fdx (2.4)
e1
e2
e3
y(x, t
)
u(x, t)
x
Ω
Ωt
p¯(x, t)
t¯(y, t)
dx
dy
Γσ
Γσt
∂Ωt
∂Ω
t=0
t>0
κ(y, t)
κ(x, t)
ρt(x, t)
(t(y, t)
Configuration initiale
Configuration de´forme´e
Fig. 2.1 – Configurations initiale-de re´fe´rence et actuelle-deforme´e du corps Ω.
18 • Me´canique des solides et des contacts
Le mouvement du solide est aussi parfois de´crit par son de´placement u(x, t) =
y(x, t) − x. On de´finit alors de manie`re analogue le gradient du de´placement
H(x, t) = ∇x u(x, t) = F(x, t)− I.
Les de´formations du corps peuvent eˆtre mesure´es de plusieurs manie`res
e´quivalentes. Comme F n’est pas invariant lors d’un changement de re´fe´rentiel
(objectivite´), nous introduisons le tenseur me´trique mate´riel de Cauchy–Green
droit :
C(x, t) = FT (x, t)F(x, t) (2.5)
La version normalise´e de ce tenseur est la de´formation mate´rielle (Lagrangienne)
de St.-Venant–Green :
E(x, t) =
1
2
[C(x, t)− I] (2.6)
Thermique d’un solide
En plus de la tempe´rature actuelle T (x, t), on introduit les variables thermo-
cine´matiques additionnelles suivantes :
– le taux mate´riel de la tempe´rature par rapport au temps :
T˙ (x, t) =
∂
∂t
T (x, t) (2.7)
– le gradient de la tempe´rature :
∇x T (x, t) = ∂
∂x
T (x, t) (2.8)
2.2.2 Statique et thermodynamique
En me´canique des milieux continus, les lois de conservation suivantes sont pos-
tule´es inde´pendamment de la ge´ome´trie et de la nature des mate´riaux :
– la conservation de la masse,
– la variation de la quantite´ de mouvement line´aire,
– la variation de la quantite´ de mouvement angulaire.
Conservation de la masse
“La masse de toute partie ω d’un corps Ω reste inchange´e pour tout mouvement
du corps.”
Si M(ω, t) est la masse de la partie ω du corps Ω a` l’instant t, alors :
M(ω, t) = M(ω, 0) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.9)
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Formulation globale :∫
ω
ρt(x, t)dV =
∫
ω
ρ(x)dV , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.10)
ou` ρt(x, t) de´signe la densite´ nominale actuelle et ρ(x) la densite´ mate´rielle ori-
ginelle.
Pour un domaine ω suffisament re´gulier (continuite´), et un mate´riau homoge`ne
aux densite´s continues en x, nous pouvons e´crire la forme locale de la conserva-
tion de la masse.
Formulation locale :
ρt(x, t) = ρ(x) (2.11)
Variation de la quantite´ de mouvement line´aire
“Le taux de la quantite´ de mouvement line´aire l(ω, t) de toute partie ω d’un
corps Ω, a` un instant donne´ t, est e´gal a` la re´sultante fR des forces exerce´es sur
le corps.”
d
dt
l(ω, t) = fR(ω¯, t) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.12)
avec l(ω, t) =
∫
ω
ρ(x)y˙(x, t)dV .
Les forces externes fR qui agissent sur le corps peuvent eˆtre de deux types (fi-
gure 2.1) :
– les forces volumiques ou forces a` distance, de´finies par une densite´ volu-
mique de force de volume κ(x, t) re´partie sur la forme de re´fe´rence,
– les forces de surface ou forces de contact qui agissent sur la surface frontie`re
∂ω de ω de´finies par une densite´ airique de force de contact actuelle
p[x, t,m(x)] re´parties par unite´ d’aire de re´fe´rence, ou`m(x) est la normale
unitaire sortante a` l’e´lement de re´fe´rence ds = mdA sur lequel p[x, t,m(x)]
est cense´ agir.
Formulation globale :∫
ω
κ(x, t)dV +
∫
∂ω
p[x, t,m(x)]dA =
∫
ω
ρ(x)y¨(x, t)dV ,
∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω
(2.13)
En e´crivant l’e´quilibre d’un te´trae`dre, on montre que p[x, t,m(x)] = P(x, t)m(x)
ou` le tenseur P est appele´ tenseur de contrainte nominal ou premier tenseur de
Piola–Kirchhoff.
Cependant, P n’e´tant pas objectif, il est utile d’introduire le tenseur de contrainte
mate´riel S, aussi appele´ second tenseur de Piola–Kirchhoff :
S = F−1P (2.14)
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Ce tenseur peut aussi eˆtre pris comme l’e´quivalent mate´riel du tenseur de Cau-
chy spatial de´fini par t(y, t,n(y)) = T(y, t)n(y). On montre que T(y(x, t)) =
J−1(x, t)F(x, t)S(x, t)FT (x, t) ou` n(y) = mt(y) est le vecteur normal unitaire a`
la surface ∂ωt de ωt a` y dans la configuration actuelle Ωt.
Pour des domaines et des densite´s suffisament re´guliers, on de´duit la forme locale
de la variation de la quantite´ de mouvement line´aire.
Formulation locale (de l’e´quilibre des forces) :
ρ(x)y¨(x, t)− Div[P(x, t)]− κ(x, t) = 0 (2.15)
Variation de la quantite´ de mouvement angulaire
“Le taux de la quantite´ de mouvement angulaire
%
l (ω, t) de toute partie ω d’un
corps Ω, a` un instant donne´ t, par rapport a` un point donne´ est e´gal aux moments
re´sultants
%
f R par rapport au meˆme point.”
d
dt
%
l (ω, t) =
%
f R(ω¯, t) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.16)
avec :
d
dt
%
l (ω, t) =
∫
ω
y(x, t) ∧ ρ(x)y¨(x, t)dV
et
%
f R(ω¯, t) repre´sente le moment re´sultant des forces de volume et de contact.
Formulation globale :
%
f R(ω¯, t) =
∫
ω
y(x, t) ∧ κ(x, t)dV +
∫
∂ω
y(x, t) ∧ p[x, t,m(x)]dA
=
∫
ω
y(x, t) ∧ ρ(x)y¨(x, t)dV , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.17)
Pour des domaines et des densite´s suffisament re´guliers, on de´duit de (2.15) et
(2.16) la forme locale de la variation de la quantite´ de mouvement angulaire.
Formulation locale (de l’e´quilibre des moments) :
FT (x, t)P(x, t) = P(x, t)FT (x, t) ⇐⇒ ST (x, t) = S(x, t) (2.18)
Conditions initiales et aux limites
En plus de ces e´quations d’e´quilibre locales, nous avons :
des conditions initiales :
y(x, 0) = x
y˙(x, 0) = v0(x)
}
dans Ω (2.19)
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des conditions aux limites :
y(x, t) = y¯(x, t) sur Γy × [0, T ]
P(x, t)m(x) = p¯(x, t) sur Γσ × [0, T ]
(2.20)
avec :
Γy , Γσ – parties de la frontie`re ∂Ω sur lesquelles des de´placements,
respectivement des forces sont impose´s et telles que :
Γy ∪ Γσ ⊂ Γ , Γy ∩ Γσ = ∅
Toutefois, pour pouvoir re´soudre le proble`me aux valeurs initiales et aux limites
(2.15), (2.18), (2.19) et (2.20) (obtenir autant d’e´quations que d’inconnues y et
P), des relations supple´mentaires, dites constitutives vont devoir eˆtre introduites.
Formulation faible (principe des travaux virtuels)
Dans l’optique de re´soudre le proble`me aux valeurs initiales et aux limites par
la me´hode des e´le´ments finis et pour disposer d’une formulation the´orique plus
ge´ne´rale, nous introduisons la formulation faible des e´quations d’e´quilibre aussi
appele´ principe des travaux virtuels. Nous de´finissons l’espace des mouvements
cine´matiquement admissibles z satisfaisant les conditions aux limites sur Γy :
Vy =
{
z | z = y¯ sur Γy
}
(2.21)
Vy e´tant un sous-espace vectoriel affine, au temps pre´sent t on de´finit un
de´placement virtuel w (de´placement relatif naissant1) par la diffe´rence :
w(x, t) = z(x, t)− y(x, t)
ou` y repre´sente un mouvement re´el et z∈Vy un mouvement virtuel, nous consta-
tons que w satisfait les conditions aux limites nulles homoge`nes, c’est-a`-dire que
les w∈V sont tels que :
V =
{
w | w=0 sur Γy
}
(2.22)
La fonction w∈V , aussi e´quivalente a` une variation de y, est aussi note´e δy.
En multipliant l’e´quation d’e´quilibre des forces (2.19) par w ∈ V , et apre`s
inte´gration par parties sur le corps Ω, on obtient la formulation variationnelle :∫
Ω
(
ρ(x) y¨(x, t)− κ(x, t)) ·w(x, t) dΩ + ∫
Ω
∇w(x, t) :P(x, t) dΩ =
=
∫
Γσ
(
P(x, t)m(x)
) ·w(x, t) dΓ , ∀w ∈ V (2.23)
( · ) et ( : ) de´notent les produits scalaires vectoriel et tensoriel, respectivement.
1mathe´matiquement identique a` une vitesse virtuelle w = δt •y
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Finalement, le proble`me peut se re´sumer de la manie`re suivante :
Etant donne´s un corps :
Ω ⊂ R3 , ∂Ω ≡ Γy ∪ Γσ ,
des fonctions :
ρ , P , κ ,
des conditions initiales et aux limites :
y(x, 0) = x
y˙(x, 0) = v0(x)
}
dans Ω
y(x, t) = y¯(x, t) sur Γy × [0, T ]
P(x, t)m(x) = p¯(x, t) sur Γσ × [0, T ]
Trouver le mouvement y tel que :
∀ t ∈ [0, T ] , ∀w ∈ V∫
Ω
w(x, t) · (ρ(x) y¨(x, t)− κ(x, t)) dΩ
+
∫
Ω
∇w(x, t) :P(x, t) dΩ =
∫
Γσ
w(x, t) · p¯(x, t) dΓ
(2.24)
L’e´quation variationnelle (2.24) peut aussi eˆtre de´rive´e de l’e´quation de la varia-
tion de l’e´nergie.
2.2.3 Thermo-e´nerge´tique
En plus des lois de la me´canique pre´ce´dentes, les principes de la thermodyna-
mique doivent aussi eˆtre respecte´s :
– l’e´quilibre de l’e´nergie (premier principe)
– l’ine´galite´ de l’entropie (second principe)
Principe de “conservation” de l’e´nergie
En ge´ne´ral, la de´formation d’un solide n’est pas un phe´nome`ne purement
me´canique ; elle peut aussi eˆtre par exemple introduite par un e´chauffement
ou une variation de la tempe´rature. De meˆme, une de´formation peut engendrer
des effets thermiques si le comportement du mate´riau constitutif est ine´lastique,
irre´versible. La prise en compte de ces phe´nome`nes ne´cessite l’introduction de
nouvelles notions : e´nergie interne et chaleur.
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Premier principe : “La somme des taux d’e´nergie cine´tique et de l’e´nergie interne
de toute partie ω d’un corps Ω, a` un instant donne´ t est e´gale a` la somme de la
puissance des efforts exte´rieurs et du flux de chaleur.”
d
dt
(K(ω, t) + E(ω, t)) = Pe(ω, t) +Q(ω, t) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω
(2.25)
Les diffe´rents termes de cet e´quilibre sont :
– l’e´nergie interne :
E(ω, t) =
∫
ω
ρ(x, t) e(x, t)dV
ou` e(x, t) est la densite´ d’e´nergie interne spe´cifique par unite´ de masse dans
la forme de re´fe´rence.
– l’e´nergie cine´tique :
K(ω, t) =
1
2
∫
ω
ρ(x, t) y˙(x, t) · y˙(x, t)dV
– la puissance des efforts exte´rieurs dus a` κ(x, t) et p[x, t,m(x)] sur la surface
∂ω :
Pe(ω, t) =
∫
ω
κ(x, t) · y˙(x, t)dV +
∫
∂ω
p[x, t,m(x)] · y˙(x, t)dA
– le taux de la quantite´ de chaleur e´change´e avec l’exte´rieur :
Q(ω, t) =
∫
ω
r(x, t)dV −
∫
∂ω
q[x, t,m(x)]dA
ou` q[x, t,m(x)] est le flux scalaire de chaleur mesure´ par unite´ d’aire
mate´rielle dA et r(x, t) la densite´ volumique de chaleur fournie a` ω par
l’exte´rieur (radiations).
– la puissance des efforts internes, par de´finition :
Pi(ω, t) =
∫
ω
P(x, t) : F˙(x, t)dV
En appliquant l’e´quilibre de l’e´nergie a` un te´trae`dre, on montre que
q[x, t,m(x)] = q(x, t) ·m(x) ou` q est le vecteur flux de chaleur nominal.
Formulation locale :
ρ(x)e˙(x, t) = P(x, t) : F˙(x, t) + r(x, t)−Div[q(x, t)] (2.26)
D’autre part, on peut montrer que la puissance de´veloppe´e par la contrainte nomi-
nale P(x, t) au taux de de´formation nominale F˙(x, t) est e´gale a` celle de´veloppe´e
par la contrainte mate´rielle S(x, t) au taux de de´formation mate´riel E˙(x, t).
On peut donc e´crire l’e´quation de l’e´nergie locale sous la forme e´quivalente :
ρ(x)e˙(x, t) = S(x, t) : E˙(x, t) + r(x, t)−Div[q(x, t)] (2.27)
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Ine´galite´ de l’entropie
Pour e´crire le deuxie`me principe, il faut introduire deux nouvelles grandeurs :
– la tempe´rature absolue T (x, t),
– l’entropie S(ω, t), fonction de l’e´tat thermodynamique du syste`me ω .
Second principe : “Pour toute partie ω d’un corps Ω et a` tout instant t, la de´rive´e
mate´rielle de l’entropie S(ω, t) contenue dans ω est toujours supe´rieure ou e´gale
au taux d’entropie N(ω, t) fourni par l’exte´rieur a` ω.”
d
dt
S(ω, t) ≥ N(ω, t) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω (2.28)
En distinguant :
– l’entropie :
S(ω, t) =
∫
ω
ρ(x, t)s(x, t)dV
ou` s(x, t) est la densite´ spe´cifique d’entropie,
– le taux d’entropie fourni :
N(ω, t) =
∫
ω
r(x, t)
T (x, t)
dV −
∫
∂ω
q[x, t,m(x)]
T (x, t)
dA
Formulation locale (avec l’e´quation locale de conservation de l’e´nergie) :
ρ(x) [T (x, t)s˙(x, t)− e˙(x, t)] + S(x, t) : E˙(x, t)
−q(x, t) · ∇T (x, t)
T (x, t)
≥ 0 (2.29)
2.2.4 Lois de comportement
De manie`re ge´ne´rale, les lois de conservation et les principes de la thermo-
dynamique de´veloppe´s dans les sections pre´ce´dentes sont inde´pendants de la
matie`re constitutive du corps de´formable envisage´ (sauf pour la densite´ ρ). Deux
mate´riaux ayant exactement la meˆme forme ge´ome´trique et soumis aux meˆmes
sollicitations me´caniques et thermiques peuvent avoir des re´ponses diffe´rentes.
Ceci s’explique par les lois constitutives (ou lois de comportement) qui ca-
racte´risent un mate´riau. Ces lois sont ne´cessaires pour de´terminer le champ de
contrainte P(x, t). En me´canique, elles relient les variables primales-cine´matiques
(de´formations) aux variables duales-statiques (contraintes). La the´orie des lois
de comportement est due a` Truesdell (1952), Noll (1955), Coleman–Noll (1963),
Coleman (1964), Truesdell–Noll (1965), et plus re´cemment on peut citer entre
autres les travaux de Moreau (1964-1970), Gurtin (1972), et Germain–Nguyen
Son–Suquet (1980).
La formulation des lois constitutives d’une classe de mate´riaux se doit de respec-
ter certaines hypothe`ses sur leur structure, notamment les pre´ceptes suivants :
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– Etat me´canique :
De´fini par un ensemble de variables {y, T,α} de´crivant l’e´tat ther-
mome´canique du corps Ω, avec pour valeurs initiales {x, T0,α0}.
– Causalite´ et De´terminisme :
Une fonction constitutive C de´finie pour chaque particule x a` chaque instant
t est de´termine´e par l’histoire de l’e´tat me´canique du corps Ω qui peut se
formaliser par un double de´veloppement limite´ autour des variables initiales
dans la matie`re (en x) et dans le passe´ (en [−∞, τ ]) :
C = C ( y,∇y,∇2y · · · T,∇T,∇2T · · · α,∇α,∇2α · · ·
y˙,∇y˙,∇2y˙ · · · T˙ ,∇T˙ ,∇2T˙ · · · α˙,∇α˙,∇2α˙ · · ·
y¨,∇y¨,∇2y¨ · · · T¨ ,∇T¨ ,∇2T¨ · · · α¨,∇α¨,∇2α¨ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · ;x, t)
avec t ∈ [−∞, τ ] , τ e´tant l’instant actuel. La fonction C est suppose´e
suffisamment re´gulie`re dans l’espace et dans le temps, pour les besoins de
cet expose´.
– Objectivite´ :
Les lois de comportement doivent eˆtre invariantes dans tout changement
de re´fe´rentiel, et dans tout changement d’origine du temps. Physiquement,
il est postule´ que les proprie´te´s me´caniques des mate´riaux ne doivent pas
de´pendre du re´fe´rentiel spatio-temporel choisi.
Soit le changement de re´fe´rentiel y∗(x, t) = R(t)y(x, t) + c(t) et le chan-
gement d’origine du temps t∗ = t− θ , ou` R est un tenseur de rotation, c
un vecteur de translation et θ une translation du temps de re´fe´rence. Selon
l’axiome d’objectivite´, la forme des lois de comportement doit rester inva-
riante quand y est remplace´ par y∗ et t par t∗.
Les translations de re´fe´rentiel re´duisent les de´pendances des positions y a`
des diffe´rences y− y′. Cela exclut une de´pendance explicite de y, y˙, y¨, . . . .
Le changement d’origine du temps re´duit les de´pendances du temps t a`
des diffe´rences t − t′, qui sont elles-meˆmes exclues compte tenu du non-
vieillissement des mate´riaux conside´re´s.
C = C ( ∇y,∇2y · · · T,∇T,∇2T · · · α,∇α,∇2α · · ·
∇y˙,∇2y˙ · · · T˙ ,∇T˙ ,∇2T˙ · · · α˙,∇α˙,∇2α˙ · · ·
∇y¨,∇2y¨ · · · T¨ ,∇T¨ ,∇2T¨ · · · α¨,∇α¨,∇2α¨ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · · ;x)
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La rotation impose une restriction supple´mentaire qui sera satisfaite
ulte´rieurement en remplac¸ant la de´formation et la contrainte nominales
F−P par leur contreparties mate´rielles E− S.
– Invariance mate´rielle-syme´trie :
Les lois de comportement doivent eˆtre invariantes dans un certain groupe
de transformations particulie`res ou groupe de syme´trie G du mate´riau.
Ce groupe G est tout le groupe unimodulaire pour les fluides. C’est un
sous-groupe du groupe unimodulaire, voire l’inte´grite´ du groupe orthogonal
pour les solides.
– Localisation :
Les mate´riaux conside´re´s sont suppoe´s mate´riellement simples. Les valeurs
d’une fonction constitutive C en une particule x ne sont pas affecte´es de
manie`re appre´ciable par une particule x′ assez loin de x. Autrement dit,
une fonction constitutive ne de´pend que des gradients du premier ordre
dans l’espace :
C = C ( ∇y, T,∇T,α,∇α,
∇y˙, T˙ ,∇T˙ , α˙,∇α˙,
∇y¨, T¨ ,∇T¨ , α¨,∇α¨,
· · · · · · · · · ;x)
– Instantane´isation :
Les mate´riaux conside´re´s sont suppose´s “temporellement simple”. Autre-
ment dit, une fonction constitutive ne de´pend que des de´rive´es premie`res
temporelles :
C = C(∇y,∇y˙, T, T˙ ,∇T,∇T˙ ,α, α˙,∇α,∇α˙;x)
– Equipre´sence (Truesdell,1951) :
Une variable inde´pendante apparaissant dans une relation constitutive
doit eˆtre pre´sente dans toutes les autres relations constitutives sauf si sa
pre´sence entre en contradiction avec un des principes ge´ne´raux de la ther-
mome´canique.
Variables d’e´tat
La localisation postule que l’e´tat thermome´canique d’un milieu mate´riel en un
point et a` un instant donne´s est comple`tement de´fini par la connaissance des
valeurs a` cet instant d’un certain nombre de variables ne de´pendant que du point
conside´re´. C’est par le choix de la nature et du nombre des variables d’e´tat que
l’on de´crit plus ou moins finement les phe´nome`nes physiques. Les variables d’e´tat
α, appele´es aussi variables thermodynamiques ou variables inde´pendantes sont
de deux types :
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– Variables observables :
Ce sont les variables impose´es par le formalisme de la me´canique et
de la thermodynamique des milieux continus de´veloppe´ aux paragraphes
pre´ce´dents, et qui permettent la description de la plupart des phe´nome`nes
me´caniques re´versibles (e´lasticite´, viscoe´lasticite´). On distingue :
– la de´formation totale E (en remplacement de F = ∇y pour assurer l’ob-
jectivite´ en rotation),
– la tempe´rature2 T ,
explicitement inclues dans l’e´tat.
– Variables internes : αi
En re`gle ge´ne´rale, la description de chaque phe´nome`ne physique irre´versible
supple´mentaire ne´cessite l’introduction d’une nouvelle variable appele´e va-
riable interne lie´e a` ce phe´nome`ne particulier, et ne pouvant pas eˆtre direc-
tement mesure´e. Notamment, pour les phe´nome`nes dissipatifs, l’e´tat actuel
de´pend aussi de l’histoire passe´e, repre´sente´e dans la me´thode de l’e´tat lo-
cal par les valeurs a` chaque instant des variables internes. Deux exemples
classiques de variables internes sont :
– la de´formation plastique Ep,
– l’accumulation de la de´formation plastique ep =
∫ t
0
√
2
3 ‖E˙
p‖ dτ
(endommagement, e´crouissage).
Formulation ge´ne´rale pour les phe´nome`nes thermome´caniques
D’apre`s Coleman–Noll (1963), un processus thermome´canique est de´crit a` l’aide
de quatre fonctions3 :
– le tenseur de contrainte nominal P ou pre´fe´rablement mate´riel S
– l’entropie s
– l’e´nergie interne e
– le flux de chaleur q
Compte tenu des pre´ceptes sur les lois de comportement expose´s pre´ce´demment,
ces fonctions de´pendent du gradient de la transformation F ou pre´fe´rablement
de la de´formation mate´rielle E, de la tempe´rature T et e´ventuellement d’autres
variables d’e´tat α, ainsi que des gradients ∇T,∇α et des taux E˙, T˙ , ∇T˙ , α˙, ∇α˙,
au temps t.
Ces quatre grandeurs doivent satisfaire les lois de conservation pour tout ω ⊆ Ω.
Les variables thermo-cine´matiques E et T,∇T sont les variables primales et les
fonctions thermodynamiques S et q sont les fonctions duales, e et s jouant le roˆle
de potentiels.
2La tempe´rature est un peu particulie`re dans le sens qu’elle peut eˆtre conside´re´e a` la fois
comme une variable observable ou comme une variable interne.
3Eventuellement redondantes.
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Formulation des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s
Nous nous placons maintenant dans une classe de lois de comportement plus
restreinte appele´e cadre des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s, dans la ligne´e
des travaux de Onsager (1931), Ziegler (1958-1963), Coleman et Noll (1963),
Moreau (1970-1974), Halphen et Nguyen [52](1975), Germain et al. [47] (1983).
La loi de comportement en contrainte de mate´riaux appartenant a` un telle classe
de´rive de deux potentiels : un potentiel d’e´nergie libre Ψ et un potentiel de
dissipation Φ.
Energie libre – Compte tenu des axiomes pre´ce´dents et du postulat de la
me´thode de l’e´tat local (voir Lemaitre–Chaboche [80]) selon lequel les de´rive´es
temporelles des variables d’e´tat n’interviennent pas pour de´finir l’e´tat4, nous
introduisons, pour des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s l’e´nergie libre spe´cifique
Ψ de´finie par :
Ψ(E, T,∇T,αi) = e(E, T,∇T,αi)− s(E, T,∇T,αi)T (2.30)
Afin de ne pas alourdir l’e´criture, nous supposons dans (2.30) que Ψ ne de´pend
pas de ∇αi, le traitement de cette variable e´tant similaire a` αi.
En introduisant cette e´nergie dans l’ine´galite´ de l’entropie, nous obtenons
l’ine´galite´ de Clausius–Duhem :
(S− ρ∂Ψ
∂E
) : E˙− ρ(∂Ψ
∂T
+ s)T˙ − ρ ∂Ψ
∂αi
: α˙i − q∇T
T
− ρ ∂Ψ
∂∇T · ∇˙T ≥ 0
(2.31)
En se re´fe´rant a` la liste des arguments de (2.31), T˙ et ∇˙T peuvent prendre des
valeurs quelconques. D’apre`s l’axiome d’e´quipre´sence, et comme s ne de´pend pas
de T˙ et Ψ ne de´pend pas de ∇˙T , pour que l’ine´galite´ soit toujours respecte´e, il
faut que les facteurs de T˙ et ∇˙T s’annulent (de´marche de Coleman) :
s = −∂Ψ
∂T
,
∂Ψ
∂∇T = 0 =⇒ Ψ = Ψ(E, T,α
i) (2.32)
Dissipation – Pour de´finir les lois comple´mentaires relatives aux processus
dissipatifs, la the´orie postule maintenant l’existence d’un potentiel de dissipation
Φ = Φ(E˙, α˙i ;E,αi) de´pendant directement des variables de flux, mais pouvant
e´ventuellement faire intervenir des variables d’e´tat en parame`tres, et tel que :
(S− ρ∂Ψ
∂E
) ≡ ∂Φ
∂E˙
et − ρ ∂Ψ
∂αi
≡ ∂Φ
∂α˙i
(2.33)
4Toute e´volution est de`s lors conside´re´e comme un succession d’e´tats d’e´quilibre.
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Qui prend la forme d’inclusions si la dissipation Φ n’est pas diffe´rentiable au sens
de l’analyse classique :
(S− ρ∂Ψ
∂E
) ∈ ∂E˙Φ et − ρ
∂Ψ
∂αi
∈ ∂α˙iΦ (2.34)
Ainsi exprime´es, les lois d’e´volution respectent la re`gle de normalite´ du processus
dissipatif (principe de dissipation maximal : Onsager (1931), Hill(1950), Ziegler
(1958-1963)). D’apre`s (2.32) l’e´nergie libre (2.30) prend la forme :
Ψ = Ψ(E, T,αi)
L’ine´galite´ de l’entropie de Clausius–Duhem (2.31) se re´duit donc a` :
(S− ρ∂Ψ
∂E
) : E˙+ Si : α˙i − q∇T
T
≥ 0 (2.35)
avec Si ≡ −ρ ∂Ψ
∂αi
ou Si ∈ −ρ∂αiΨ selon la diffe´rentiabilite´ de Ψ par rapport a`
αi.
En conside´rant un processus isotherme, l’ine´galite´ se re´duit encore plus a` :
(S− ρ∂Ψ
∂E
) : E˙+ Si : α˙i ≥ 0 (2.36)
Dans le cas classique ou` Φ est diffe´rentiable en E˙, l’ine´galite´ de Clausius–Duhem
prend aussi la forme :
∂Φ
∂E˙
: E˙+
∂Φ
∂α˙i
: α˙i ≥ 0 (2.37)
En re´sume´ – Pour le respect du second principe de la thermodynamique,
il suffit que le potentiel de dissipation (ou pseudo-potentiel) soit une fonction
convexe, positive et nulle a` l’origine par rapport aux variables de flux (E˙, α˙i) :
Φ([0], 0;E,αi) = 0 ,
Φ(E˙, α˙i ;E,αi) ≥ 0 ,
Φ
(
(1− λ)E˙′ + λE˙, (1− λ)α˙′i + λα˙i;E,αi) ≤ (1− λ)Φ(E˙′, α˙′i ;E,αi)
+λΦ(E˙, α˙i ;E,αi) , ∀λ ∈ (0, 1).
Pour des raisons de stabilite´ en petites de´formations, il suffit aussi que le potentiel
d’e´nergie libre soit convexe au voisinage de l’origine, et on peut supposer qu’il
s’annule a` l’origine en terme de E sans perte de ge´ne´ralite´.
Dans la suite, nous discuterons les lois de comportement de diffe´rents mate´riaux
de manie`re unidimensionnelle, pour la clarte´, une meilleure appre´ciation des
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phe´nome`nes et afin de nous pre´parer au mode`le d’interface adhe´sive de´veloppe´
plus tard. La ge´ne´ralisation tridimensionnelle, lorsqu’elle est donne´e ne fait
pas l’objet d’une e´tude exhaustive. Cette dernie`re ne´cessitera les de´finitions de
quelques produits tensoriels [24] qu’il est utile de rappeler ici :
(A⊗B)X = (B : X)A , ∀ X
(A⊗B)X = AXBT , ∀ X
(A⊗B)X = AXTBT , ∀ X
(A⊗B)X = 12 (AXBT +AXTBT ) , ∀ X
De plus, on se limitera dans ce qui suit au cas isotherme, pour simplifier.
Mate´riaux e´lastiques
L’e´tat me´canique d’un mate´riau e´lastique est totalement de´termine´ par sa
de´formation E. Aucun taux de de´formation ni aucune variable interne n’est
ne´cessaire. Le potentiel d’e´nergie libre Ψ est suppose´ deux fois diffe´rentiable et
convexe par rapport a` la variable observable E. Le potentiel de dissipation Φ est
nul.
Les lois constitutives – L’e´nergie libre et la dissipation s’e´crivent :
Ψ = Ψ(E) Φ = 0 (2.38)
Les lois constitutives se re´sument donc a` une loi d’e´tat donne´e par les relations
(2.33) :
S = Se = S(E) = ρ
∂Ψ
∂E
(2.39)
Cas unidimensionnel line´aire – L’e´nergie libre s’e´crit :
Ψ = Ψ(E) =
1
2ρ
-E2 , ou` - : module de Young (2.40)
On en de´rive la contrainte e´lastique (Figure 2.2) :
S = Se = ρ
∂Ψ
∂E
= -E (2.41)
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S
- -
E
Fig. 2.2 – Mode`le rhe´ologique et loi constitutive d’un mate´riau line´aire e´lastique.
Cas tridimensionnel line´aire isotrope –
Ψ = Ψ(E) =
1
2ρ
E :SE (2.42)
avec S = λ(I⊗I)+2µ(I⊗ I) le tenseur tangent e´lastique et λ, µ sont les coefficients
de Lame´ relie´s au module d’e´lasticite´ - et au coefficient de poisson ν par :
λ =
- ν
(1 + ν)(1− 2 ν) , µ =
-
2 (1 + ν)
Le potentiel de dissipation restant bien entendu nul et en se servant des relations
(2.33), la loi d’e´tat se formule :
S = S(E) = ρ
∂Ψ
∂E
= SE = λ(I⊗ I)E+ 2µ(I⊗ I)E
= λ(I :E)I+ µ(EIIT + EIT IT )
= λ tr(E) I+ 2µE (2.43)
Mate´riaux visco-e´lastiques
Les mate´riaux visco-e´lastiques de type Kelvin–Voigt posse`dent une me´moire
e´vanescente dans le sens que leur comportement me´canique de´pend du taux
actuel de de´formation E˙ (mais d’aucune variable interne). Ils se distinguent
donc des mate´riaux e´lastiques par la pre´sence d’une dissipation fonction de
E˙. L’utilisation d’une variable interne donne cependant un mate´riau standard
dont la re´ponse est plus satisfaisante. Pour en savoir plus sur le comportement
visco-e´lastique des mate´riaux, on peut entre autres se re´fe´rer a` [126].
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Les lois constitutives – L’e´nergie libre et la dissipation s’e´crivent sans va-
riable interne :
Ψ = Ψ(E) Φ = Φ(E˙) (2.44)
D’apre`s (2.34) la loi constitutive :
S = ρ
∂Ψ
∂E
+
∂Φ
∂E˙
= Se + Sv , avec Sv ≡ ∂Φ
∂E˙
(2.45)
Cas unidimensionnel – L’e´nergie libre est la meˆme qu’en e´lasticite´ :
Ψ = Ψ(E) =
1
2ρ
-E2 , ou` - : module de Young (2.46)
En postulant le potentiel de dissipation suivant :
Φ = Φ(E˙) =
n
n+ 1
υ|E˙|
n+1
n , (2.47)
la loi constitutive s’e´crit :
S = Se + Sv = -E + υ|E˙|
1
n
E˙
|E˙| (2.48)
Lorsque n = 1, on retrouve la viscosite´ line´aire de Newton et υ est un coefficient
de viscosite´ (Figure 2.3).
S
υ
-
E
Fig. 2.3 – Mode`le rhe´ologique et loi constitutive d’un mate´riau visco-e´lastique.
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Mate´riaux e´lasto-plastiques
La loi classique “inde´pendante des taux” de l’e´lasto-plasticite´ est la plus
re´pandue pour combiner les effets e´lastiques et plastiques (voir [81], [66]). La
re´ponse de tels mate´riaux est suppose´e se de´composer en deux phe´nome`nes
distincts : e´lasticite´ et plasticite´. Une variable interne Ep est introduite,
repre´sentant la de´formation plastique permanente. Pour en savoir plus sur les
fondements de la the´orie de la plasticite´, on peut se re´fe´rer notamment a` Hill [57].
Les lois constitutives – Les potentiels d’e´nergie libre et de dissipation sont
postule´s de la forme :
Ψ = Ψ(E,Ep) , Φ = Φ(E˙p) (2.49)
La contrainte “inde´pendante du taux” de la de´formation plastique, ou plus exac-
tement fonction homoge`ne de degre´ zero de celui-ci, se traduit par une dissipation
homoge`ne de degre´ un, non-diffe´rentiable a` l’origine.
Φ n’e´tant pas diffe´rentiable par l’analyse classique, et comme Φ est inde´pendant
de E˙, les relations (2.34) donnent :
S = ρ
∂Ψ
∂E
et Sp = −ρ ∂Ψ
∂Ep
∈ ∂E˙pΦ (2.50)
Cas unidimensionnel e´lastique line´aire - plastique parfait – L’e´nergie
libre est choisie de la forme suivante :
Ψ = Ψ(E,Ep) =
1
2ρ
-(E − Ep)2 , ou` - : module de Young (2.51)
Ceci sous-entend une de´composition additive de la de´formation E en une par-
tie e´lastique Ee et une partie plastique Ep et suppose un montage en se´rie de
l’e´lasticite´ et de la plasticite´ (E = Ee + Ep).
Le potentiel de dissipation suivant est postule´ :
Φ = Φ(E˙p) = σ|E˙p| , ou` σ : contrainte limite e´lastique (2.52)
L’utilisation de la transformation de Legendre–Fenchel permet d’e´crire :
Φ(E˙p) = I∗[−σ,σ](E˙
p) (2.53)
ou` I[−σ,σ] est la fonction indicatrice du segment [−σ, σ] (le domaine e´lastique)
de´finie par :
I[−σ,σ](E˙p) =
{
0 si E˙p ∈ [−σ, σ]
∞ si E˙p 3∈ [−σ, σ] (2.54)
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Ainsi, la fonction valeur absolue multiplie´e par σ (plus ge´ne´ralement la fonction
support du segment convexe [−σ, σ]) est la conjugue´e (transforme´e) de la fonction
indicatrice de ce segment convexe (Figure 2.4).
Φ Φ
∗
E˙p
−σ σ
−σ
σ
−σ
−σ σ
σ
E˙p
E˙p
Sp
Sp
Sp
Fig. 2.4 – Transforme´e de Legendre–Fenchel du potentiel de dissipation.
Les lois constitutives (2.33) et (2.34) conduisent a` :
S = Se = ρ
∂Ψ
∂E
= -(E −Ep) (2.55)
 Sp = −ρ
∂Ψ
∂Ep
= -(E −Ep)
Sp ∈ ∂E˙pΦ = ∂I∗[−σ,σ](E˙p) = σ ∂|E˙p|
(2.56)
On note que S = Se = Sp (ce qui confirme un montage en se´rie de l’e´lasticite´ et
de la plasticite´), d’ou` la relation suivante :
S = -(E − Ep) ∈ ∂I∗[−σ,σ](E˙p) (2.57)
L’inte´gration de l’inclusion diffe´rentielle (2.57) peut s’effectuer pas a` pas (par
un algorithme incre´mental) a` l’aide du sche´ma d’Euler re´gressif complete´ d’une
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projection (algorithme de retour radial ou de rafle d’un convexe, Wilkins(1964),
Moreau(1964), voir par exemple Curnier [22], Simo–Hugues [66] [67]).
On de´compose Ep en e´crivant Ep = Ep0+ E˙
pdt. La relation pre´ce´dente se re´e´crit :
S = - (E − Ep0 − E˙pdt) ∈ ∂I∗[−σ,σ](E˙p) (2.58)
qui s’e´crit aussi (Figure 2.5) :
- (E − Ep0) ∈ ∂I∗[−σ,σ](E˙p) + - E˙pdt (2.59)
−σ
σ
-(E −Ep0)
- dt
E˙p
Fig. 2.5 – Graphe de %(E − Ep0 ) en fonction de E˙p.
Il en re´sulte, en se servant de (2.58) et (2.59) que :
Si - |(E −Ep0)| ≤ σ ⇐⇒
{
E˙p = 0
S = - (E − Ep0)
(2.60)
Si - |(E −Ep0)| > σ ⇐⇒

E˙p =
1
dt
(
(E − Ep0)−
σ
-
E −Ep0
|E −Ep0 |
)
S = σ
E −Ep0
|E −Ep0 |
= ±σ
(2.61)
Si on re´capitule en se servant de (2.60) et (2.61), on peut e´crire (Figure 2.6) :
S =

- (E − Ep0) si -|(E − Ep0)| ≤ σ
σ
E − Ep0
|E − Ep0 |
= ±σ si -|(E − Ep0)| > σ
(2.62)
La contrainte S est la projection d’une contrainte d’essai -(E−Ep0 ) sur le domaine
e´lastique de´limite´ par le crite`re de plasticite´ :
S = P[−σ,σ]
(
- (E − Ep0)
)
(2.63)
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Dans le cas ou` le crite`re de plasticite´ est de´fini par une fonction f telle que :
f(S) = |S|− σ (2.64)
La loi d’e´volution peut aussi s’e´crire sous la forme (dite de Kuhn–Tucker en
optimisation ou de Moreau en plasticite´) :
|E˙p| ! 0 , f(S) " 0 , |E˙p| f(S) = 0
E˙p = |E˙p| ∂f∂S
(2.65)
S
-
σ
σ
-
E
E
Ep Ee
Fig. 2.6 – Mode`le rhe´ologique et loi constitutive d’un mate´riau e´lasto-plastique.
Mate´riaux e´lasto-plastiques avec e´crouissage
L’e´crouissage est un phe´nome`ne observe´ en plasticite´ dans les mate´riaux,
plus particulie`rement les me´taux. Dans cette e´tude, nous nous limitons a` un
e´crouissage de type isotrope ou` la variation de la contrainte plastique re´sulte de
l’accumulation de de´formation plastique5. Pour l’introduire, il faut faire appel a`
une nouvelle variable interne ep, la de´formation plastique cumule´e :
ep =
∫ t
0
√
2
3 ‖E˙
p‖ dτ et e˙p =
√
2
3 ‖E˙
p‖ (2.66)
En raison du caracte`re cumulatif de ep, Ep et ep restent des variables
inde´pendantes. Pour des approfondissements concernant l’e´crouissage, on se
re´ferera a` Hill [57] pour la the´orie et a` Simo–Hugues [66] pour la mise en œuvre
nume´rique.
5Il existe un autre type d’e´crouissage dit cine´matique observe´ dans des mate´riaux soumis a`
des charges cycliques.
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Les lois constitutives – Les potentiels d’e´nergie libre et de dissipation sont
choisis de la forme suivante :
Ψ = Ψ(E,Ep, ep) , Φ = Φ(E˙p, e˙p) (2.67)
Par de´finition et par les relations (2.34) , on a :
Sec = −ρ∂Ψ
∂ep
∈ ∂e˙pΦ (2.68)
Cas unidimensionnel e´lastique line´aire - plastique avec e´crouissage –
L’e´nergie libre prend la forme suivante :
Ψ = Ψ(E,Ep, ep) =
1
2ρ
-(E −Ep)2 + 1
ρ
∫ ep
0
g(s)ds (2.69)
ou` g est une fonction d’e´crouissage.
On postule le potentiel de dissipation suivant :
Φ = Φ(E˙p, e˙p; ep) = (σ + g(ep))|E˙p|− g(ep)e˙p (2.70)
Sans rentrer dans les de´tails de l’analyse [137], la loi d’e´volution de ce mode`le
peut aussi s’e´crire sous la forme de Kuhn–Tucker (Figure 2.7) :
e˙p = |E˙p| ! 0 , f(S, ep) = |S|− σ − g(ep) " 0 , |E˙p| f(S, ep) = 0
E˙p = |E˙p| ∂f
∂S
(2.71)
S
-
-
σ
σ + g(ep)
σ + g(ep)
-
E
E
Ep Ee
Fig. 2.7 – Mode`le rhe´ologique et loi constitutive d’un mate´riau e´lasto-plastique avec
e´crouissage.
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Cas tridimensionnel e´lastique isotrope-plastique avec e´crouissage iso-
trope – On de´compose le tenseur tangent e´lastique S en la somme d’un traceur
et d’un de´viateur de la manie`re suivante :
S = λ(I⊗ I) + 2µ(I⊗ I) = S+ S′ (2.72)
avec :
S = κ(I⊗ I) et S′ = 2µ(I⊗ I− 1
3
I⊗ I)
ou` κ =
3λ+ 2µ
3
est le module de compressibilite´.
En postulant des potentiels d’e´nergie libre et de dissipation de la forme :
Ψ = Ψ(E,Ep, ep) =
1
2ρ
(E−Ep) :S(E−Ep) +
∫ ep
0
g(s)ds (2.73)
Φ = Φ(E˙p, e˙p; ep) =
(√
2
3
(σy + g(e
p))
)√
E˙p :S′E˙p
−g(ep)e˙p + IR+(e˙p) (2.74)
On peut de´montrer qu’avec ces potentiels, le crite`re de plasticite´ avec e´crouissage
isotrope devient celui de Huber–von Mises, avec :
f(S, ep) = ‖S′ ‖ −
(√
2
3 (σy + h e
p)
)
(2.75)
ou` : S′ = S− 1
3
tr(S) I – le de´viateur des contraintes,
σy – la limite e´lastique des contraintes dans un essai de traction simple,
h – le module d’e´crouissage isotrope (e´crouissage line´aire g(ep) = hep),
ep =
∫ t
0
√
2
3 ‖E˙p‖ dτ – l’accumulation de la de´formation plastique.
La loi d’e´coulement peut se mettre sous la forme :
λ˙ ! 0 , f(S, ep) " 0 , λ˙ f(S, ep) = 0
E˙p = λ˙
∂f
∂S
(2.76)
avec :

λ˙ ≡ ‖E˙p‖
E˙p = ‖E˙p‖ S′‖S′‖
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Similairement au cas unidimensionnel, on montre que la contrainte S est la pro-
jection d’une contrainte d’essai e´lastique sur le crite`re de Huber–von Mises.
S11
S22
S
E˙p
f(S, ep)
crite`re plastique
loi d’e´volution
domaine e´lastique
Fig. 2.8 – Crite`re plastique de Huber–von Mises et loi d’e´volution normale. (Adapte´ de [22])
2.2.5 Equilibre d’un solide e´lastique par minimisation de
son e´nergie
La formulation faible des e´quations d’e´quilibre ou principe des travaux virtuels
constitue la base pour la re´solution nume´rique des proble`mes aux valeurs aux li-
mites en me´canique des solides. Cependant, lorsque le solide est hyper-e´lastique et
que le proble`me est statique, et si les forces externes sont conservatives, il est pra-
tique de reformuler ce proble`me en un proble`me de minimisation d’une fonction-
nelle e´nergie (Duvaut–Lions [33], Ciarlet [18]). Un mate´riau est dit hypere´lastique
si il posse`de une densite´ d’e´nergie potentielle de de´formation Ψ(E), ou encore
Ψ(F). Le raisonnement suivant est ge´ne´ralisable sous forme incre´mentale aux
mate´riaux ine´lastiques, mais toutefois par souci de simplicite´, nous supposerons
que le corps Ω a un comportement line´aire e´lastique isotrope. Nous lui associons
le potentiel densite´ d’e´nergie libre suivant :
Ψ = Ψ(E) =
1
2ρ
[
λ(trE)2 + 2µ tr(E2)
]
(2.77)
= Ψ(F) =
1
8ρ
[
λ[tr(FTF)− 3]2 + 2µ tr(FTF− I)2] (2.78)
Comme F = ∇y, l’e´nergie de de´formation ou e´nergie interne e´lastique du corps
Ω devient la fonctionnelle :
U(y) =
∫
Ω
Ψ(∇y(x)) dΩ (2.79)
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Si on suppose que les densite´s de forces de volume et de contact κ , p¯ sont
conservatives, les termes correspondants dans le principe des travaux virtuels
(2.24) peuvent eˆtre exprime´s comme des de´rive´es directionnelles de Gaˆteaux des
potentiels des forces :
DK(y ;w) = ∇K(y) ·w = ∫
Ω
κ(y,x) ·w dΩ
DP¯
(
y ;w
)
= ∇P¯ (y) ·w =
∫
Γσ
p¯(y,x) ·w dΓ
w ∈ V (2.80)
avec : K(y) , P¯ (y) – les potentiels des forces de volume et de surface.
Si de plus nous conside´rons que les forces se comportent comme des charges
mortes (inde´pendantes de la transformation y), alors les potentiels K(y) , P¯ (y)
sont de simples formes line´aires :
K(y) =
∫
Ω
κ(x) ·y(x) dΩ
P¯ (y) =
∫
Γσ
p¯(x) ·y(x) dΓ
(2.81)
L’e´nergie potentielle U(y) du corps Ω est e´gale a` son e´nergie interne e´lastique
U(y) (2.79) moins l’e´nergie externe K(y)− P¯ (y) (2.81) developpe´e par les forces
de volume et de surface :
U(y) = U(y)−K(y)− P¯ (y) =
=
∫
Ω
Ψ(∇y(x)) dΩ−
∫
Ω
κ(x) ·y(x) dΩ−
∫
Γσ
p¯(x) ·y(x) dΓ
(2.82)
Le proble`me de minimisation de l’e´nergie potentielle du corps hypere´lastique Ω
dans sa forme de re´fe´rence soumis a` des forces de volume et de surface conserva-
tives (suppose´es des charges mortes) se formule :
Trouver : y ∈ Vy =
{
z : Ω −→ R3 | z(x) = y¯(x) , ∀x ∈ Γy
}
tel que

U(y) = inf
z∈Vy
U(z) ,
U(z) =
∫
Ω
Ψ(∇z(x)) dΩ
−
∫
Ω
κ(x) · z(x) dΩ−
∫
Γσ
p¯(x) · z(x) dΓ
(2.83)
Une condition ne´cessaire pour que la fonctionnelle U(z) atteigne un minimimum
local en y∈Vy s’e´crit :
DU(y ;w) = ∂U
∂z
(y) ·w = 0 ∀w ∈ V (2.84)
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qui est e´quivalent au principe des travaux virtuels :
⇐⇒

∫
Ω
∇w(x) : ∂Ψ
∂F
(∇y(x)) dΩ
−
∫
Ω
w(x) ·κ(x) dΩ−
∫
Γσ
w(x) · p¯(x) dΓ =0
(2.85)
avec w ∈ V un de´placement virtuel quelconque.
Nous retrouvons donc le proble`me aux limites :
div
[
∂Ψ
∂F
(∇y(x))
]
+ κ(x) = 0 , x ∈ Ω
y(x) = y¯(x) , x ∈ Γy (2.86)
∂Ψ
∂F
(∇y(x)) ·m(y(x)) = p¯(x) , x ∈ Γσ
La solution du proble`me aux limites est donc la transformation y ∈ Vy
(e´ventuellement multiple) qui minimise la fonctionnelle U(y) d’e´nergie poten-
tielle.
2.3 Thermome´canique des contacts
Plus re´cemment, des tentatives en grandes transformations de conside´rer la
me´canique des contacts de manie`re continue et de l’inte´grer dans l’optique de
la me´canique des solides furent entreprises par Ciarlet et Necas (1985), Ciar-
let [18](1988) puis Curnier et al. [27] (1992). Pour des raisons de complexite´,
ces travaux se limite`rent au contact unilate´ral. Des formulations incluant le
frottement furent ensuite de´veloppe´es par Laursen–Simo [79], Klarbring [77] et
Curnier–He–Klarbring [26].
Le re´sume´ de l’approche continue en me´canique du contact qui suit reprend celle
des travaux de Curnier–He–Klarbring [26], Pietrzak [100] et Ramaniraka [106].
2.3.1 Thermo-cine´matique
Surface de contact
Conside´rons un solide de´formable occupant le domaine Ω dans sa configuration
de re´fe´rence. Sa frontie`re ∂Ω est divise´e en trois re´gions disjointes :
∂Ω = ∂Ωy ∪ ∂Ωσ ∪ Γ (2.87)
avec :
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– ∂Ωy = Γy la partie de ∂Ω ou` un de´placement est impose´
– ∂Ωσ = Γσ la partie de ∂Ω ou` une force est impose´e
– la surface de contact potentielle entre Ω et un autre corps : Γ
La surface de´forme´e Γt de Γ est de´finie par :
Γt = y(Γ, t) = {y ∈ R3,y = y(x, t),x ∈ Γ} (2.88)
y
y′
x
x′
y′(x′, t)
y(x, t)
Ω
Ω′
Ωt
Ω′t
Γ
Γ′
Γt
Γ′t
∂Ω
∂Ω′
∂Ωt
∂Ω′t
t = 0
t > 0
CONTACTEUR
CIBLE
Fig. 2.9 – Contact entre deux solides de´formables. (Adapte´ de [100])
Un e´le´ment dA de la surface de re´fe´rence ∂Ω et sa de´forme´e dAt sur ∂Ωt sont
relie´s par :
dAt[y(x, t)] = j(x, t)dA(x) (2.89)
avec 0 < j(x, t) = ‖F∗(x, t)m(x)‖ <∞ et F∗ = JF−T , F e´tant le gradient de la
transformation du solide et J = detF.
Ge´ome´trie des contacts
Conside´rons deux corps solides de´formables Ω et Ω′ susceptibles d’entrer en
contact (Figure 2.9). On distingue :
– le corps Ω limite´ par une surface frontie`re ∂Ω = ∂Ωy ∪ ∂Ωσ ∪ Γ
– le corps Ω′ limite´ par une surface frontie`re ∂Ω′ = ∂Ω′y ∪ ∂Ω′σ ∪ Γ′
Thermome´canique des contacts • 43
Le corps Ω′, choisi comme le corps de re´fe´rence est appele´ la cible et Ω est appele´
le contacteur. Les deux surfaces de contact potentielles Γ et Γ′ seront appele´es
surface de contact et surface cible, respectivement. Ces deux surfaces potentielles
Γ et Γ′ de´finissent a` l’instant initial la ge´ome´trie du contact. On e´tablit une
bijection entre Γ et Γ⊥ ⊂ Γ′ base´e sur une projection de Γt sur Γ′t au temps t. La
question de l’unicite´ de la projection a e´te´ discute´e dans [26] et [53].
Le point proximal est de´fini de la manie`re suivante (Figure 2.10) :
x⊥ = x⊥(x, t) = argmin
x′∈Γ′
[
1
2
‖y(x, t)− y′(x′, t)‖2] (2.90)
Ω′t
CIBLE
Γ′t
y⊥
Ωt
CONTACTEUR
Γt
y
g
n′
t′
Fig. 2.10 – Projection orthogonale. (Adapte´ de [100])
L’e´cart de contact (gap) est de´fini par :
g = g(x, t) = y(x, t)− y′(x⊥, t) (2.91)
et on note :
y⊥ = y′(x⊥, t) (2.92)
La distance normale de contact est de´finie par :
gn = gn(x, t) = [y(x, t)− y′(x⊥, t)] ·n′(x⊥, t) (2.93)
Selon la valeur de gn, on distingue (Figure 2.11) :
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– si gn > 0, les deux corps sont se´pare´s
– si gn = 0, les deux corps sont en contact
– si gn < 0, les deux corps se pe´ne`trent l’un l’autre
En petites perturbations, x⊥ = x′ est a priori connu, et donc inde´pendant de x.
Par suite l’e´cart se simplifie alors :
g = g(x, t) = y(x, t)− y′(x′, t) (2.94)
Ω′tΩ′t
Ω′t
ΩtΩt
Ωt
CIBLE
CIBLE
CIBLE
CONTACTEUR
CONTACTEUR
CONTACTEUR
y⊥
y⊥
y⊥
y
y
y
gn>0
gn=0 gn<0
n′
n′
n′
a) Se´paration b) Contact c) Pe´ne´tration
Fig. 2.11 – Etat d’e´cart, de contact et de pe´ne´tration du point y(x, t). (Adapte´ de [100])
Cine´matique des contacts
Le taux de l’e´cart de contact est de´fini par :
g˙ = g˙(x, t) = y˙(x, t)− y˙′(x⊥, t) (2.95)
ou` :
y˙′(x⊥, t) =
∂
∂t
y′(x⊥, t) + F′(x⊥, t) x˙⊥(x, t) , avec F′(x, t) = ∇x′ y′(x, t)
Pour des raisons d’objectivite´, on introduit la vitesse de contact :
◦
g = y(x, t)− ∂ty′(x⊥, t)− gn(x, t) n˙′(x⊥, t)
= g˙n(x, t)n
′(x⊥, t) + F′(x⊥, t) x˙⊥(x, t) (2.96)
En petites perturbations
◦
g = g˙.
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Ecart de tempe´rature
On de´finit un e´cart de tempe´rature :
δ = δ(x, t) = T (x, t)− T ′(x⊥, t) (2.97)
2.3.2 Thermodynamique
Conside´rons deux corps ω ⊆ Ω et ω′ ⊆ Ω′ susceptibles d’entrer en contact.
Variation de la quantite´ de mouvement line´aire
“La variation de la quantite´ de mouvement line´aire l de ω ∪ ω′ est e´gale a` la
somme des forces exte´rieures fR a` ω et ω′.”
d
dt
l(ω ∪ ω′, t) = fR(ω ∪ ω′, t) , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀ω ⊆ Ω , ∀ω′ ⊆ Ω′ (2.98)
avec :
l(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω∪ω′
ρ(x)y˙(x, t)dV =
∫
ω
ρ(x)y˙(x, t)dV +
∫
ω′
ρ′(x′)y˙′(x′, t)dV ′
et :
fR =
∫
ω
κ(x, t)dV +
∫
∂ω
p[x, t,m(x)]dA
+
∫
ω′
κ′(x′, t)dV ′ +
∫
∂ω′
p′[x′, t,m′(x′)]dA′
La surface frontie`re ∂ω du solide ω est de´compose´e en deux parties ∂ω\γ et γ,
ou` γ est la surface de contact du corps ω, avec ∂ω ∩ Γ 3= ∅. La surface ∂ω′ est
de´compose´e d’une manie`re similaire avec ∂ω′ ∩ Γ′ 3= ∅.
p[x, t,m(x)] de´signe le vecteur contrainte nominal sur γ, et m(x) indique la nor-
male originelle, avec les meˆmes de´finitions pour p′[x′, t,m′(x′)] et m′(x′) sur γ′.
Ensuite, du fait que le principe fondamental de la dynamique s’applique
e´galement pour ω ∪ ω′, il en re´sulte la formulation globale.
Formulation globale :∫
γ
p[x, t,m(x)]dA +
∫
γ′
p′[x′, t,m′(x′)]dA′ = 0 (2.99)
Le contact mutuel entre ω et ω′ est entie`rement de´fini par γ sur γ⊥, ou` γ = ω∩Γ
et γ⊥ = x⊥(γ, t) ⊂ γ′ = ω′ ∩ Γ′. Compte tenu de la bijection x⊥, l’inte´grale
sur toute la surface cible peut eˆtre projete´e sur la surface de contact a` l’aide du
changement de variable x⊥ = x⊥(x, t) et dA⊥ = J⊥(x, t)dA ou` :
J⊥(x, t) =
J(x, t)j⊥[y(x, t), t]
J ′(x⊥, t)
(2.100)
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avec :
J(x, t) =
dAt[y(x, t), t]
dA(x)
j⊥(y, t) =
dA⊥t (y
⊥, t)
dAt(y, t)
(2.101)
J ′(x⊥, t) =
dA′t[y
′(x⊥, t)]
dA′(x⊥)
En petites perturbations J⊥ ≈ 1.
On en de´duit la formulation locale de la variation de la quantite´ de mouvement
line´aire.
Formulation locale :
p[x, t,m(x)] + J⊥(x, t)p′[x⊥, t,m′(x⊥)] = 0 , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀x ∈ Γ
p′[x′, t,m′(x′)] = 0 , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀x′ ∈ Γ′\Γ⊥
(2.102)
Le principe de l’action et de la re´action local nominal fait intervenir le rapport
des aires originelles de contact.
Variation de la quantite´ de mouvement angulaire
“Le taux de la quantite´ de mouvement angulaire
%
l (ω∪ω′, t) de toute partie ω ⊆ Ω
et ω′ ⊆ Ω′, a` un instant donne´ t, est e´gal a` la somme des moments des forces %f R
exte´rieures a` ω ∪ ω′ par rapport au meˆme point.”
d
dt
%
l (ω ∪ ω′, t) = %f R , ∀ω ⊆ Ω, ∀ω′ ⊆ Ω′, ∀ γ ⊂ Γ, ∀ t ∈ [0, T ] (2.103)
avec :
d
dt
%
l (ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
y(x, t) ∧ ρ(x)y¨(x, t)dV +
∫
ω′
y′(x′, t) ∧ ρ(x′)y¨′(x′, t)dV ′
et :
%
f R =
∫
ω
y(x, t) ∧ κ(x, t)dV +
∫
∂ω
y(x, t) ∧ p[x, t,m(x)]dA
+
∫
ω′
y′(x′, t) ∧ κ′(x′, t)dV ′ +
∫
∂ω′
y′(x′, t) ∧ p′[x′, t,m′(x′)]dA′
En appliquant la meˆme me´thode que celle de la conservation de quantite´ de
mouvement line´aire, il re´sulte la formulation globale.
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Formulation globale (au niveau de l’interface de contact γ) :∫
γ
y(x, t) ∧ p[x, t,m(x)]dA+
∫
γ′
y′(x′, t) ∧ p′[x′, t,m′(x′)]dA′ = 0 (2.104)
Formulation locale :
y(x, t) ∧ p[x, t,m(x)] + y′(x⊥, t) ∧ J⊥(x, t)p′[x⊥, t,m′(x⊥)] = 0
⇐⇒ g(x, t) ∧ p[x, t,m(x)] = 0 , ∀ t ∈ [0, T ] , ∀x ∈ Γ
(2.105)
Le principe d’e´quilibre des moments nominal local exige donc que le vecteur
contrainte de contact soit coline´aire au vecteur e´cart dans l’e´ventualite´ d’une
pe´ne´tration-pression ou d’un e´cart-tension (voir [26]). Cette dernie`re e´ventualite´
est pre´cise´ment la situation du mode`le d’adhe´sion qui sera adopte´ par la suite,
l’adhe´sion ne satisfaisant plus a priori ce principe. En effet, en situation d’e´cart
gn > 0, on a p = 0 en contact sans adhe´sion mais p 3= 0 en contact adhe´sif.
Il va s’ave´rer que le mode`le d’adhe´sion propose´ est compatible avec ce principe
fondamental (noter qu’en contact et en petites perturbations, ce principe est
automatiquement satisfait).
2.3.3 Thermo-e´nerge´tique de deux solides en contact
Le re´sume´ de la thermome´canique suivant est inspire´ de Fre´mond [40], Klar-
bring [76], Curnier–Ramaniraka [28], Raous et al. [107], Johansson–Klarbring [68],
Stro¨mberg [118], Bretelle [12].
Equilibre e´nerge´tique de deux solides en contact
Nous appliquons le premier principe a` deux solides en contact :
d
dt
(K(ω ∪ ω′, t) + E(ω ∪ ω′, t)) = Pe(ω ∪ ω′, t) +Q(ω ∪ ω′, t) , (2.106)
∀ω ⊆ Ω, ω′ ⊆ Ω′
Nous postulons la non additivite´ de l’e´nergie interne :
E(ω ∪ ω′, t) = E(ω, t) + E(ω′, t) + E(ω ∩ ω′, t) (2.107)
Plus pre´cise´ment, en plus de la densite´ volumique d’e´nergie e, on postule aussi
l’existence d’une densite´ d’e´nergie interne de surface ec correspondant a` l’e´nergie
interne airique au niveau de l’interface [28]. L’introduction de cette densite´
d’e´nergie supple´mentaire permet de prolonger l’hypothe`se de l’e´tat local a` la
surface Γ, en lui attribuant un comportement thermodynamique qui lui est
spe´cifique.
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L’e´nergie cine´tique s’e´crit :
K(ω ∪ ω′, t) = 1
2
∫
ω
ρ(x, t) y˙(x, t) · y˙(x, t)dV + 1
2
∫
ω′
ρ′(x′, t) y˙′(x′, t) · y˙′(x′, t)dV ′
La puissance des efforts exte´rieurs :
Pe(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
κ(x, t) · y˙(x, t)dV +
∫
∂ω\γ
p[x, t,m(x)] · y˙(x, t)dA
+
∫
γ
p[x, t,m(x)] · y˙(x, t)dA
+
∫
ω′
κ′(x′, t) · y˙′(x′, t)dV ′ +
∫
∂ω′\γ′
p′[x′, t,m′(x′)] · y˙′(x′, t)dA′
+
∫
γ′
p′[x′, t,m′(x′)] · y˙′(x′, t)dA′
Le flux de chaleur et la source volumique de chaleur s’e´crivent :
Q(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
r(x, t)dV −
∫
∂ω\γ
q[x, t,m(x)]dA−
∫
γ
q[x, t,m(x)]dA
+
∫
ω′
r′(x′, t)dV ′ −
∫
∂ω′\γ′
q′[x′, t,m′(x′)]dA′ −
∫
γ′
q′[x′, t,m′(x′)]dA′
L’e´quation de la conservation de l’e´nergie e´tant respecte´e sur ω∪ω′ , il en de´coule
la forme globale.
Formulation globale :∫
γ
e˙c(x, t)dA =
∫
γ
p[x, t,m(x)] · y˙(x, t)dA+
∫
γ′
p′[x′, t,m′(x′)] · y˙′(x′, t)dA′
−
∫
γ
q[x, t,m(x)]dA−
∫
γ′
q′[x′, t,m′(x′)]dA′
(2.108)
Formulation locale :
On peut montrer que :
e˙c(x, t) = p[x, t,m(x)] · ◦g(x, t)− q[x, t,m(x)]
−J⊥(x, t) q′[x⊥, t,m′(x⊥)] , ∀x ∈ Γ , ∀ t ∈ [0, T ]
q′[x′, t,m′(x′)] = 0 , ∀x ∈ Γ\Γ⊥ , ∀ t ∈ [0, T ]
(2.109)
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Ine´galite´ de l’entropie a` l’interface
Nous appliquons le second principe de la thermodynamique :
d
dt
S(ω ∪ ω′, t) ≥ N(ω ∪ ω′, t) , ∀ω ⊆ Ω, ∀ω′ ⊆ Ω′ (2.110)
L’entropie de toute la matie`re contenue dans ω ∪ ω′ est donne´e par :
S(ω ∪ ω′, t) = S(ω, t) + S(ω′, t) + S(ω ∩ ω′, t)
=
∫
ω
ρ(x, t)s(x, t)dV +
∫
ω′
ρ′(x′, t)s′(x′, t)dV ′ +
∫
γ
sc(x, t)dA
avec sc(x, t) une densite´ d’entropie airique, que l’on suppose contenue par la
surface de contact γ. Le taux d’entropie fourni par le syste`me exte´rieur a` ω ∪ ω′
est :
N(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
r(x, t)
T (x, t)
dV −
∫
∂ω
q[x, t,m(x)]
T (x, t)
dA
+
∫
ω′
r′(x′, t)
T ′(x′, t)
dV ′ −
∫
∂ω′
q′[x′, t,m′(x′)]
T ′(x′, t)
dA′
La localisation du second principe sur γ donne :
s˙c(x, t) ≥ −
(q[x, t,m(x)]
T (x, t)
+ J⊥(x, t)
q′[x⊥, t,m′(x⊥)]
T ′(x⊥, t)
)
(2.111)
On rappelle ici que J⊥ ≈ 1 en petites perturbations.
2.3.4 Lois tribologiques
Les lois tribologiques, analogues a` des lois de comportement en me´canique des
solides, de´crivent les relations liant les variables primales cine´matiques (g) aux
variables duales statiques (p). L’introduction de variables internes est parfois
ne´cessaire pour de´crire certains processus irre´versibles. En thermome´canique, les
lois tribologiques habituelles, contact, frottement, lubrification, usure, doivent
eˆtre comple´te´es par une loi de conduction thermique a` l’interface.
Processus thermome´canique de contact
Conside´rons deux corps Ω et Ω′ en contact et leur surface de contact potentielle Γ
formant un syste`me de contact thermome´canique. Par analogie avec la de´finition
de Coleman–Noll pour un mate´riau thermome´canique, on propose que, dans une
forme de re´fe´rence, le processus thermome´canique de contact est de´crit a` l’aide
de quatre fonctions :
50 • Me´canique des solides et des contacts
– le vecteur contrainte de contact p
– l’entropie de contact ec
– l’e´nergie interne de contact sc
– le flux de chaleur q
Ces quatre fonctions doivent satisfaire les lois de conservation pour tout ω ⊆ Ω
et tout ω′ ⊆ Ω′. Elles doivent aussi satisfaire les diffe´rents axiomes valables pour
des lois rhe´ologiques (voir paragraphe 2.2.4).
Dans la suite de ce chapitre, pour alle´ger la notation, nous omettons les variables
(x, t) lorsqu’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´.
Lois tribologiques “standard ge´ne´ralise´es”
Sur Γ, la localisation des deux principes de la thermome´canique donnent respec-
tivement :
e˙c = p · ◦g − q − J⊥q⊥ (2.112)
s˙c ≥ −
( q
T
+ J⊥
q⊥
T⊥
)
(2.113)
La surface de contact est une zone de transition assimile´e a` une interface Γ = −Γ′
d’e´paisseur nulle, mais posse´dant un comportement thermodynamique spe´cifique.
L’e´nergie libre de l’interface de densite´ Ψc re´partie sur Γ est de´finie par :
Ψc = ec − scT (2.114)
On obtient alors :
s˙c =
1
T
[e˙c − Ψ˙c − scT˙ ] (2.115)
Finalement, en introduisant l’e´cart de tempe´rature δ = T − T⊥, il re´sulte :
p · ◦g − Ψ˙c − scT˙ + J⊥ q
⊥
T⊥
δ ≥ 0 (2.116)
Poursuivant dans la meˆme ligne´e de travaux (Fre´mond [38] [39], Klarbring [76],
Johansson et Klarbring [68], Stro¨mberg et al. [119], Cange´mi [15]), on postule,
de manie`re similaire a` la me´canique des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s, une
e´nergie libre d’interface de la forme :
Ψc = Ψˆc[gn, gt,α
i
c, T ] (2.117)
ou` αic est une variable interne de´crivant un phe´nome`ne interfacial.
En admettant que la de´rive´e temporelle satisfasse E˙(g) = ∂E
∂g
· ◦g, l’introduction
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de Ψc dans l’ine´galite´ (2.116) donne :
(pn − ∂Ψc
∂gn
)g˙n + (pt − ∂Ψc
∂gt
) · ◦gt − ∂Ψc∂αic
α˙ic − (sc +
∂Ψc
∂T
)T˙ + J⊥
q⊥
T⊥
δ ≥ 0
(2.118)
En supposant que la de´marche de Coleman soit ge´ne´ralisable auxΨc non re´guliers,
l’ine´galite´ (2.118) de l’entropie, peut se re´duire a` :
(pn − ∂Ψc
∂gn
)g˙n + (pt − ∂Ψc
∂gt
) · ◦gt − ∂Ψc∂αic
α˙ic + J
⊥ q
⊥
T⊥
δ ≥ 0 , avec sc = −∂Ψc
∂T
(2.119)
En supposant de plus que le processus est isotherme, cette ine´galite´ se simplifie
encore :
(pn − ∂Ψc
∂gn
)g˙n + (pt − ∂Ψc
∂gt
) · ◦gt − ∂Ψc∂αic
α˙ic ≥ 0 (2.120)
En introduisant maintenant une fonction de dissipation Φ, de´finie telle que :
(pn − ∂Ψc
∂gn
) ≡ ∂Φc
∂g˙n
, (pt − ∂Ψc
∂gt
) ≡ ∂Φc
∂
◦
gt
et − ∂Ψc
∂αic
≡ ∂Φc
∂α˙ic
(2.121)
qui peut aussi prendre la forme plus ge´ne´rale :
pn ∈ ∂gnΨc + ∂g˙nΦc , pt ∈ ∂gtΨc + ∂◦gtΦc et ∂αicΨc ∈ −∂α˙icΦc (2.122)
si les potentiels Ψ et Φ sont non-diffe´rentiables au sens de l’analyse classique.
Si Φ est de plus positif, convexe et s’annule a` l’origine par rapport aux variables
de flux (g˙n,
◦
gt, α˙ic), on satisfait alors l’ine´galite´ de Clausius–Duhem a priori :
∂Φc
∂g˙n
g˙n +
∂Φc
∂
◦
gt
· ◦gt + ∂Φc
∂α˙ic
α˙ic ≥ 0 (2.123)
Loi de contact
La loi de contact unilate´ral normal exprime l’impe´ne´trabilite´ de deux corps
en contact ainsi que l’inattraction de deux corps distants. Le contact est un
phe´nome`ne non-dissipatif donc re´versible.
D’apre`s les travaux de Moreau, on peut e´crire que la force de contact pn de´rive
d’un pseudo-potentiel d’e´nergie libre non-diffe´rentiable sous la forme d’une inclu-
sion :
Ψc(gn) = IR+(gn)
Φc = 0
(2.124)
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ou` IR+(gn) est la fonction indicatrice de l’ensemble des re´els R+ de´finie par :
IR+(gn) =
{
0 si gn ∈ R+
∞ si gn 3∈ R+
(2.125)
Par les relations (2.122) et Φc e´tant nul, on de´duit la loi de contact, qui est
inversible (Figure 2.12) :
pn ∈ ∂IR+(gn) ⇐⇒ gn ∈ ∂IR−(pn) (2.126)
∂IR+(gn) est le sous-diffe´rentiel de IR+(gn) au sens de l’analyse convexe (voir
l’annexe A).
IR+(gn)
gn
IR−(pn)
pngn
pn ∈ ∂IR+(gn) gn ∈ ∂IR−(pn)
pn
Fig. 2.12 – Loi de contact unilate´ral et son inverse de´rive´es de leurs potentiels respectifs.
Sous forme plus classique, le contact unilate´ral est caracte´rise´ par deux statuts
de contact :
– si les deux corps sont se´pare´s, alors gn > 0, pn = 0,
– si les deux corps sont en contact, alors gn = 0, pn ≤ 0.
Ces deux statuts de contact sont formule´s par une condition d’impe´ne´trabilite´,
une d’inattraction et une de comple´mentarite´ :
gn ≥ 0 , pn ≤ 0 , pngn = 0 (2.127)
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Loi de frottement pur
Contrairement au contact (qui est re´versible), le phe´nome`ne de frottement est dis-
sipatif. Le frottement pur est de´fini comme un frottement a` pression constante
donne´e pi.
En utilisant le formalisme de l’analyse convexe comme pour le cas du contact
unilate´ral, la force de frottement pt de´rive d’un potentiel de dissipation, ce qui
s’exprime sous la forme d’une inclusion diffe´rentielle. Nous postulons que le po-
tentiel de dissipation a pour expression :
Ψc = 0
Φc(
◦
gt) = I
∗
C(pi)(
◦
gt)
(2.128)
ou` I∗C(pi) est la conjugue´e de Fenchel de la fonction indicatrice IC(pi) du disque
convexe C de rayon −µpi centre´ a` l’origine :
C(pi) = { pt | ‖pt‖ " −µpi , pi " 0}
Par suite, on montre que Φc(
◦
gt) = I
∗
C(pi)(
◦
gt) = −µpi‖ ◦gt‖. On de´rive les forces de
frottement a` l’aide de (2.122) (Figure 2.13) :
pt ∈ ∂I∗C(pi)( ◦gt) = −µpi∂‖ ◦gt‖ (2.129)
I∗C(pi)(
◦
gt) IC(pi)(pt)
◦
gt∈∂IC(pi)(pt)
µ pi −µ pi
µ pi
−µ pi
µ pi
µ pi −µ pi
−µ pi
◦
gt
◦
gt
C(pi)
C(pi)
pt
pt
pt∈∂I∗C(pi)(
◦
gt)
Fig. 2.13 – Loi de frottement (nominale) et son inverse, de´rive´es de leurs potentiels respectifs.
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Plus classiquement, le frottement peut se caracte´riser par deux statuts :
– si les deux mate´riaux adhe`rent, alors ‖pt‖+ µpi < 0,
– si les deux mate´riaux frottent, alors ‖pt‖+ µpi = 0.
Ces deux statuts de frottement sont formule´s par une loi de glissement (radial),
un crite`re de frottement (de Coulomb a` pression constante) et une condition de
comple´mentarite´ :
‖ ◦gt‖pt = ‖pt‖ ◦gt , ‖pt‖+ µpi " 0 , ‖ ◦gt‖
(‖pt‖+ µpi ) = 0
(2.130)
La loi de glissement impose que la force de frottement pt soit coline´aire a` la vitesse
de glissement
◦
gt correspondante. Le crite`re de frottement limite l’intensite´ de la
force de frottement. La condition de comple´mentarite´ joue le roˆle de lien entre les
variables cine´matiques et statiques en rendant exclusifs les statuts d’adhe´rence
et de glissement.
Loi de contact avec frottement
Nous couplons le contact normal et le frottement tangentiel par la loi de Coulomb
qui stipule que la pression constante pi devient la pression variable normale de
contact pn. Cela revient a` remplacer dans les expressions pre´ce´dentes pi par pn.
De`s lors, le potentiel de dissipation de´ge´ne`re en un quasi-potentiel (qui de´pend
de la pression effective pn, c’est-a`-dire de la solution du proble`me).
Ψc = IR+(gn)
Φc(
◦
gt; pn) = I
∗
C(pn)(
◦
gt) = −µpn‖ ◦gt‖
(2.131)
On construit les lois ge´ne´rales de contact avec frottement en se servant de (2.122)
(Figures 2.14 et 2.15) :
{
pn ∈ ∂IR+(gn)
pt ∈ ∂I∗C(pn)(
◦
gt)
(2.132)
L’inclusion (2.132) n’est plus qu’une quasi-inclusion sous-diffe´rentielle car Φc =
I∗C(pn)(
◦
gt) de´pend de pn (pt = pt(
◦
gt; pn)).
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co
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Fig. 2.14 – Loi de contact unilate´ral.
pt
◦
gt
−µ pn
µ pn
glissement
gl
iss
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en
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glissement
glissem
enta
dh
e´r
en
ce
adhe´rence
pn
pt2
pt1
C(pn)
e´cart
contact
µ
Fig. 2.15 – Loi de frottement tangentiel, coˆne de Coulomb (Adapte´ de [100]).
2.3.5 Equilibre de deux solides e´lastiques en contact
tribologique par minimisation de la quasi-e´nergie
incre´mentale du syste`me
De manie`re similaire a` la me´canique des solides, la re´solution de proble`mes de
contact entre deux corps hypere´lastiques peut se formuler sous la forme d’un
proble`me de minimisation de la fonctionnelle d’e´nergie potentielle du syte`me de
contact (on peut citer Kikuchi–Oden [72], Curnier–He–Telega [27] [53]). Cepen-
dant, une formulation des proble`mes de contact avec frottement fait intervenir
une “fonctionnelle” doublement diffe´rente d’une vraie fonctionnelle e´lastique :
– sa valeur de´pend de la pression de contact a` la solution pn (quasi-
fonctionnelle)
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– sa valeur de´pend de l’incre´ment de glissement
◦
gtδt au lieu du glissement gt
(fonctionnelle incre´mentale)
On peut la qualifier de “quasi-fonctionnelle incre´mentale”.
Nous conside´rons maintenant deux corps e´lastiques, le contacteur Ω et la cible
Ω′, respectivement dote´s des potentiels diffe´rentiables densite´s d’e´nergie libre de
de´formation :
Ψ = Ψ(F) = Ψ(E) =
1
2ρ
[
λ(trE)2 + 2µtr(E2)
]
(2.133)
Ψ′ = Ψ′(F′) = Ψ′(E′) =
1
2ρ
[
λ′(trE′)2 + 2µ′tr(E′2)
]
(2.134)
L’e´nergie e´lastique des deux corps s’inte`gre, respectivement :
U(y) =
∫
Ω
Ψ(∇y(x)) dΩ , U ′(y′) =
∫
Ω′
Ψ′(∇y′(x′)) dΩ′ (2.135)
Nous supposons une fois de plus que les forces de volume et de surface sur le
contacteur et sur la cible, respectivement κ, κ′, p¯ et p¯′ sont conservatives. Aussi,
elles sont conside´re´es comme des charges mortes. Ainsi, κ, κ′, p¯ et p¯′ peuvent
eˆtre exprime´es comme les de´rive´es directionnelles des potentiels correspondants
K(y), K′(y′), P¯ (y) et P¯ ′(y′) :
K(y) =
∫
Ω
κ(x) ·y(x) dΩ
P¯ (y) =
∫
Γσ
p¯(x) ·y(x) dΓ
DK(y ;w) = ∇K(y) ·w = ∫
Ω
κ(x) ·w dΩ
DP¯
(
y ;w
)
= ∇P¯ (y) ·w =
∫
Γσ
p¯(x) ·w dΓ
∀w ∈ V = {v : Ω −→ R3 | v(x) = 0 , pour x ∈ Γy }
(2.136)
avec V l’espace des de´placements virtuels du contacteur.
(de meˆme pour le corps cible en utilisant les symboles “prime”)
Si nous conside´rons un mouvement y quasi-statique du corps et si nous ne´gligeons
les effets inertiels, l’e´nergie totale du corps Ω pris se´pare´ment est e´gale a` son
e´nergie potentielle (de meˆme pour Ω′) :
U(y) = U(y)− (K(y) + P¯ (y)) =
=
∫
Ω
Ψ(∇y(x)) dΩ−
∫
Ω
κ ·y(x) dΩ−
∫
Γσ
p(x) ·y(x) dΓ
(2.137)
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L’e´nergie totale de l’union des deux corps Ω et Ω′ se´pare´s est e´gale a` la somme
des e´nergies potentielles du contacteur et de la cible :
UU(y,y′) = U(y) + U ′(y′) =
=
[
U(y) + U ′(y′)
]
−
[
K(y) +K′(y′)
]
−
[
P¯ (y) + P¯ ′(y′)
]
=
[∫
Ω
Ψ(∇y(x)) dΩ+
∫
Ω′
Ψ′(∇y′(x′)) dΩ′
]
−
[∫
Ω
κ(x) ·y(x) dΩ+
∫
Ω′
κ′(x′) ·y′(x′) dΩ′
]
−
[∫
Γσ
p(x) ·y(x) dΓ+
∫
Γ′σ
p′(x′) ·y′(x′) dΓ′
]
(2.138)
La solution du proble`me de minimisation du proble`me non-couple´ s’e´crit :
UU(y,y′) = inf
z∈Vy
z′∈V ′y
UU(z, z′) = inf
z∈Vy
z′∈V ′y
(U(z)+U ′(z′)) = inf
z∈Vy
U(z)+ inf
z′∈V ′y
U ′(z′)
⇐⇒

y : U(y) = inf
z∈Vy
U(z)
y′ : U ′(y′) = inf
z′∈V ′y
U ′(z′)
Vy =
{
z : Ω −→ R3 | z(x) = y¯(x) pour x ∈ Γy
}
V ′y =
{
z′ : Ω′ −→ R3 | z′(x′) = y¯′(x′) pour x′ ∈ Γ′y
}
Pour conside´rer les interactions des deux corps, les mouvements y et y′ doivent
eˆtre lie´s par les conditions de contact et de frottement de la loi de comportement
au niveau de l’interface.
Par exemple, si nous conside´rons des proble`mes de contact normal simple, (y,y′)
doivent appartenir a` l’ensemble des positions admissibles N :
N = { ŷ = [y,y′ ]T | y ∈ Vy , y′ ∈ V ′y , gn(ŷ) ! 0}
En de´finissant les vecteurs des mouvements re´els et virtuels du syste`me :
ŷ=
[
y
y′
]
, ẑ=
[
z
z′
]
on aboutit au vrai proble`me d’optimisation sous contraintes :
UU(ŷ) = inf
ẑ∈N
UU(ẑ) (2.139)
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Par extension, une manie`re de de´contraindre le proble`me de contact avec frotte-
ment incre´mental est de rajouter le potentiel d’e´nergie libre Ψc = IR+
(
gn(x)
)
et
le quasi-potentiel incre´mental Φc = I
∗
C(pn)
( ◦
gt(x) δt
)
(pour tout point x∈Γ et ou`
δt de´signe un incre´ment de temps6) au potentiel d’e´nergie de l’union UU(y,y′).
Le proble`me de minimisation de l’e´nergie potentielle incre´mentale du syste`me
complet s’e´crit alors :
Usys(ŷ ; pn) ≡ Usys
([
y
y′
]
; pn
)
= inf
ẑ∈Z
Usys(ẑ ; pn) ≡ inf
z∈Vy
z′∈V ′y
Usys
([
z
z′
]
; pn
)
(2.140)
Usys(ẑ ; pn) = UU(ẑ) +
∫
Γ
(Ψc(z, z
′) + Φc(z, z′)δt) dΓ
= UU(ẑ) +
∫
Γ
[
IR+
(
gn
(
z, z′
))
+ I∗C(pn(ŷ))
( ◦
gt
(
z, z′
)
δt
)]
dΓ
ẑ ∈ Z ≡
(
z ∈ Vy , z′ ∈ V ′y
)
, pn = pn(ŷ) .
Les termes additionnels de la minimisation (2.140) repre´sentent l’apport
e´nerge´tique du contact avec frottement incre´mental. En effet, le premier terme
supple´mentaire stipule que l’e´nergie pour faire pe´ne´trer les deux corps l’un par
rapport a` l’autre est infinie et le deuxie`me terme contient le travail dissipe´ par le
processus de frottement au cours d’un incre´ment de temps δt (ou de charge).
En remplacant les sous-gradients ∂IR+ et ∂I
∗
C(pn(ŷ)) exprimant les lois de contact et
de frottement correspondantes (2.132) par leurs valeurs pn et pt, respectivement,
et en utilisant (2.137) nous pouvons exprimer la condition d’optimum :
0 ∈ ∂Usys(ŷ ; pn) (2.141)
sous la forme variationnelle :∫
Ω
∇w(x) : ∂Ψ
∂F
(∇y(x)) dΩ+
∫
Ω′
∇w′(x′) : ∂Ψ
′
∂F′
(∇y′(x′)) dΩ′
−
∫
Ω
w(x) ·κ(x) dΩ−
∫
Ω′
w′(x′) ·κ′(x′) dΩ′
−
∫
Γσ
w(x) · p¯(x) dΓ−
∫
Γ′σ
w′(x′) · p¯′(x′) dΓ′
+
∫
Γ
pn(x) δgn
(
y(x),y⊥(y(x),y′(x′))
)
dΓ
+
∫
Γ
pt(x) · δ ◦gt
(
y(x),y⊥(y(x),y′(x′))
)
δt dΓ =0
∀w ∈ V , ∀w′ ∈ V ′
(2.142)
6Il s’agit d’un temps parame´trique lie´ au chargement quasi-statique et non pas du temps
physique.
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qui est associe´e a` des inclusions repre´sentant la loi de comportement a` l’interface : pn ∈ ∂IR+(gn)pt ∈ ∂I∗C(pn)( ◦gtδt) , x ∈ Γ (2.143)
et, avec sous les inte´grales les variations suivantes :
δgn(ŷ) ≡ δgn(y,y⊥(y,y′)) = ∇ŷgn(ŷ) · ŵ
δ
◦
gt(ŷ) ≡ δ ◦gt(y,y⊥(y,y′)) = ∇ŷ ◦gt(ŷ) · ŵ
(2.144)
La formulation variationnelle ci-dessus repre´sente le principe des travaux virtuels.
La formulation forte de l’e´quilibre des forces correspondante peut se re´sumer au
proble`me aux limites incre´mental suivant :
DivP(x) + κ(x) = 0 , x ∈ Ω
P(x) =
∂Ψ
∂F
(x)
y(x) = y¯(x) , x ∈ Γy
P(x) ·m(x) = p¯(x) , x ∈ Γσ
(2.145)

DivP′(x′) + κ′(x′) = 0 , x′ ∈ Ω′
P′(x′) =
∂Ψ′
∂F′
(x′)
y′(x′) = y¯′(x′) , x′ ∈ Γ′y
P′(x′) ·m′(x′) = p¯′(x′) , x′ ∈ Γ′σ
(2.146)
{
p[x,m(x)] + J⊥(x)p′[x⊥,m′(x⊥)] = 0
y(x) ∧ p[x,m(x)] + y′(x⊥) ∧ J⊥(x)p′[x⊥,m′(x⊥)] = 0
, x ∈ Γ
(2.147)
 pn(x) ∈ ∂IR+
(
gn(x)
)
pt(x) ∈ ∂I∗C(pn)
(◦
gt(x)δt
) , x ∈ Γ (2.148)
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Formulation du frottement par variable interne
On note une similitude entre les phe´nome`nes de plasticite´ dans les solides et de
frottement a` l’interface. En effet, nous pouvons pousser plus loin cette ressem-
blance, en exprimant le frottement, ici formule´ a` l’aide d’une variable observable
gt comme un phe´nome`ne a` variable interne. Si nous introduisons une variable de
glissement gst qui mesure le glissement entre les deux corps, et telle que :
gst = gt (2.149)
On de´duit de (2.149) que :
◦
gst =
◦
gt (2.150)
En introduisant les relations (2.149) et (2.150) dans les potentiels de la loi de
frottement pur (2.128), et en introduisant une e´nergie libre d’adhe´rence (qui par
de´finition reste nulle), on obtient une formulation e´quivalente :
Ψc(gt, gst ) = I{0}(gt − gst )
Φc(
◦
gst ) = I
∗
C(pi)(
◦
gst )
(2.151)
Cette formulation par variable interne montre que l’e´nergie rigide (nulle-infinie)
du frottement avec adhe´rence rigide est analogue a` l’e´nergie e´lastique quadratique
de l’e´lasto-plasticite´.
2.4 Commentaires
Commentaire 2.4.1 Nous pouvons constater que les lois aussi bien
rhe´ologiques de volume que tribologiques d’interface e´tudie´es satisfont tous les
principes de base de la thermodynamique. C’est une the´orie relativement efficace
dans le sens que de nombreux principes sont tous respecte´s, a` trois conditions
pre`s sur le potentiel de dissipation (positivite´, convexite´ et nullite´ a` l’origine).
Aussi, lors de l’e´laboration de nouvelles lois, nous nous efforc¸erons de rester dans
ce meˆme cadre.
Commentaire 2.4.2 La formulation par minimisation de quasi-fonctionnelle
incre´mentale joue un roˆle pre´dominant dans l’analyse par la technique du La-
grangien augmente´ de tels proble`mes.
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2.5 Synthe`se
Equations d’e´quilibre
ρ(x)y¨(x, t)− Div[P(x, t)]− κ(x, t) = 0 dans Ω
ρ′(x′)y¨′(x′, t)− Div[P′(x′, t)]− κ′(x′, t) = 0 dans Ω′
p[x, t,m(x)] + J⊥(x, t)p′[x⊥, t,m′(x⊥)] = 0 , ∀x ∈ Γ
p′[x′, t,m′(x′)] = 0 , ∀x′ ∈ Γ′\Γ⊥
g(x, t) ∧ p[x, t,m(x)] = 0 , ∀x ∈ Γ
Forme locale du premier principe
ρ(x)e˙(x, t) = P(x, t) : F˙(x, t) + r − Div[q(x, t)] dans Ω
ρ′(x′)e˙′(x′, t) = P′(x′, t) : F˙′(x′, t) + r′ −Div[q′(x′, t)] dans Ω′
e˙c(x, t) = p[x, t,m(x)] · ◦g(x, t)− q[x, t,m(x)]− J⊥(x, t)q′[x⊥, t,m′(x⊥)] sur Γ
q′[x′, t,m′(x′)] = 0 , ∀x′ ∈ Γ′\Γ⊥
Forme locale du second principe
ρ(x, t)s˙(x, t) ≥ r(x, t)
T (x, t)
−Div(q(x, t)
T (x, t)
)
dans Ω
ρ′(x′, t)s˙′(x′, t) ≥ r
′(x′, t)
T ′(x′, t)
− Div(q′(x′, t)
T ′(x′, t)
)
dans Ω′
s˙c(x, t) ≥ −
(q[x, t,m(x)]
T (x, t)
+ J⊥(x, t)
q′[x⊥, t,m′(x⊥)]
T ′(x⊥, t)
)
sur Γ
Potentiels d’e´nergie libre et de dissipation
Ψ et Φ dans Ω
Ψ′ et Φ′ dans Ω′
Ψc et Φc sur Γ
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Chapitre 3
Contact avec frottement et
adhe´sion
3.1 Introduction
Dans ce chapitre, il s’agit tout d’abord de faire le point sur la me´canique du
contact avec adhe´sion. En particulier, il s’agira d’exposer les bases du mode`le
de Fre´mond, approfondi par la suite par Cange´mi–Raous. Nous verrons les im-
plications de cette formulation. Nous tenterons alors de proposer une nouvelle
formulation inspire´e de la the´orie de la plasticite´ avec e´crouissage, toujours dans
le cadre des mate´riaux standards ge´ne´ralise´s. Finalement, nous pre´senterons le
couplage de ce mode`le avec une loi de frottement de type Coulomb.
La premie`re section se voulant eˆtre une introduction aux mode`les, nous n’y
traiterons tout d’abord que l’adhe´sion normale. Cette simplification revient
a` conside´rer une adhe´sion unidirectionnelle et nous permettra de comprendre
plus facilement le fonctionnement et les me´canismes implique´s dans les mode`les
d’adhe´sion. Ceci permettra de donner au lecteur non seulement une vue d’en-
semble, mais aussi une meilleure comparaison des deux approches. Pour le mode`le
retenu, la prise en compte des phe´nome`nes tangentiels, notamment le couplage
avec le frottement fera l’objet de la fin de la section.
L’analyse de cette formulation, notamment par la me´thode de la pe´nalite´ et la
technique du Lagrangien augmente´ sera traite´e dans la seconde section.
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3.2 Formulation de l’adhe´sion
L’approche ge´ne´rale – Nous avons vu dans les chapitres pre´ce´dents que le
comportement d’une surface de contact, comme celui d’un solide, de´coule en
ge´ne´ral de deux potentiels ayant certaines proprie´te´s qui garantissent le res-
pect des principes me´caniques et thermodynamiques. Il s’agit maintenant de
construire des potentiels particuliers qui respectent ces conditions, et qui incor-
porent l’adhe´sion.
Au vu du peu de restrictions sur les potentiels, il est bien entendu possible de
mode´liser un meˆme phe´nome`ne de plusieurs manie`res diffe´rentes. Pour cette rai-
son, lors de l’e´laboration d’un mode`le, nous nous efforcerons de respecter les
re`gles suivantes autant que possible :
– Mode`le simple : utilisation d’aussi peu de variables d’e´tat que possible,
avec des lois d’e´volution aussi simples que possible,
– Mode`le re´aliste : utlisation de re´sultats expe´rimentaux comme guide,
– Mode`le cohe´rent : utilisation du cadre des mate´riaux standards
ge´ne´ralise´s.
3.2.1 Ele´ments du mode`le de Fre´mond (1982)
Fre´mond [38] [39] de´veloppe une formulation originale afin de mode´liser les effets
me´caniques dus a` la pre´sence de liaisons adhe´sives, tout en e´tendant les prin-
cipes ge´ne´raux utilise´s dans la description thermodynamique des comportements
rhe´ologiques classiques a` la notion de comportement spe´cifique de surface.
La notion d’intensite´ d’adhe´sion – Si on conside`re deux solides en contact,
il nous est impossible de distinguer l’e´tat de contact simple (sans adhe´sion) d’un
e´tat colle´ (avec adhe´sion), car bien que les de´placements soient identiques, l’e´tat
me´canique est diffe´rent. C’est par ce constat que Fre´mond pose la ne´cessite´ d’in-
troduire une nouvelle variable qui caracte´risera l’e´tat adhe´sif d’une interface.
N’e´tant pas directement observable ni controˆlable, l’e´tat adhe´sif sera caracte´rise´
par une variable supple´mentaire interne αic = β. Une manie`re d’interpre´ter l’ap-
proche de Fre´mond est de supposer que l’e´tat adhe´sif est caracte´rise´ par une
multitude de liens microscopiques distribue´s le long de l’interface colle´e. Lors
de l’e´volution du syste`me, notamment lors d’un de´collage, certains de ces liens
adhe´sifs se rompent. Ainsi l’e´tat me´canique est de´crit par la variable β mesurant
la proportion des liens adhe´sifs intacts sur le nombre de liens initial. β est donc
conside´re´e comme la variable interne mesurant localement le degre´ d’adhe´sion
(β = β(x, t)) et il de´coule par de´finition que β ∈ [0, 1]. Trois e´tats adhe´sifs
peuvent eˆtre distingue´s (Figure 3.1) :
– β = 1 Tous les liens sont intacts et l’adhe´sion est totale,
– 0 < β < 1 Certains liens se sont casse´s et l’adhe´sion est partielle,
– β = 0 Tous les liens sont casse´s, l’e´tat est dit de´colle´.
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corps Ω
corps Ω′
interface Γ
β = 1
0 < β < 1
β = 0
rupture
zone adhe´sive
MICRO
MACRO
Fig. 3.1 – Variable interne β de mesure de l’intensite´ d’adhe´sion. (Adapte´ de [15])
Les e´quations d’e´quilibre – L’adhe´sion est conside´re´e comme un phe´nome`ne
re´sultant de re´actions physico-chimiques a` l’interface des deux corps qui in-
troduisent une puissance d’interface. Les e´quations d’e´quilibre sont les meˆmes
que pour le contact de deux solides, a` ceci pre`s que la puissance des efforts
exte´rieurs et inte´rieurs comporte un terme supple´mentaire duˆ a` la puissance
adhe´sive de´veloppe´e par les re´actions Rβ aux vitesses d’e´volution β˙ des variables
internes.
Puissance des efforts internes :
Pi(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
P(x, t) : F˙(x, t)dV +
∫
ω′
P′(x′, t) : F˙′(x′, t)dV ′
+
∫
γ
p[x, t,m(x)] · ◦g(x, t)dA+
∫
γ
Riβ β˙dA
Puissance des efforts externes :
Pe(ω ∪ ω′, t) =
∫
ω
κ(x, t) · y˙(x, t)dV +
∫
∂ω\γ
p[x, t,m(x)] · y˙(x, t)dA
+
∫
ω′
κ′(x′, t) · y˙′(x′, t)dV ′ +
∫
∂ω′\γ′
p′[x′, t,m′(x′)] · y˙′(x′, t)dA′ +
∫
γ
Reβ β˙dA
ou` interviennent les efforts suivants :
– effort inte´rieur associe´ par dualite´ a` β : Riβ ,
– action exte´rieure modifiant l’e´tat adhe´sif du contact : Reβ.
La puissance des efforts externes e´tant e´gale a` celle des efforts internes, on note
que Rβ = Riβ = R
e
β (ayant la dimension d’un travail), est l’effort associe´ par
dualite´ a` β.
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Lois thermome´caniques – En plus de la condition de normalisation sur β
(0 ≤ β ≤ 1), Fre´mond introduit une condition de comple´mentarite´ cine´matique
β g = 0 (il ne peut y avoir localement se´paration que si l’adhe´sion est totalement
nulle), ainsi que l’e´nergie de Dupre´ w (energie stocke´e dans l’interface) dans
l’expression de son e´nergie libre d’interface, qu’il choisit de la forme :
Ψc = Ψˆc[g, β, T ] (3.1)
Il introduit aussi dans son pseudo-potentiel de dissipation une dissipation de type
visqueux quadratique en β˙ :
Φc = Φˆc[g˙, β˙] (3.2)
Fre´mond (1985), Fre´mond et al. [41], et plus re´cemment Alves–Kikuchi [3]
ame´liorent par la suite la finesse de ce mode`le en introduisant un gradient ∇β
dans leur formulation.
Remarque 3.2.1 L’effort Rβ e´tant de´fini par dualite´ avec β par Rβ ∈ −∂βΨc,
on de´duit de la troisie`me e´galite´ de (2.122) que Rβ ∈ ∂β˙Φc, ce que l’on peut
re´sumer en e´crivant :
Rβ ∈ −∂βΨc ∩ ∂β˙Φc (3.3)
3.2.2 L’approche de Cange´mi–Raous
Description ge´ne´rale
Cange´mi [15], Raous et al. [108], poursuivant selon l’approche de Fre´mond intro-
duisirent dans leur mode`le une rigidite´ adhe´sive endommageable. La condition
de comple´mentarite´ cine´matique est abandonne´e, rendant le mode`le plus souple.
De plus, ils couplent ce mode`le d’adhe´sion au contact avec frottement, ce qui
repre´sente une avance´e sensible.
Les potentiels
Energie libre – A l’interface, le potentiel d’e´nergie libre est choisi de la forme :
Ψc(gn, β) = IR+(gn) +
1
2
γβ2g2n − wβ + I[0,∞[(β) (3.4)
– Terme de contact normal : IR+(gn)
On reconnait ce terme qui est tout simplement un contact normal classique
comme de´taille´ au chapitre sur les lois thermome´caniques des contacts.
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– Terme e´lastique endommageable : 12γβ
2g2n
Ce terme quadratique est de type e´lastique. En effet, lorsque β = 1, il
re´sulte simplement un terme e´lastique de rigidite´ γ en gn, ce qui signifie
que les liens adhe´sifs se comportent comme de simples ressorts.
Cependant, ce terme est en facteur avec un terme quadratique en β. Effec-
tivement, on a une perte d’adhe´sion qui se traduit par un endommagement
des ressorts ou plus exactement de leur rigidite´ qui de´croˆıt quadratiquement
avec la diminution de la variable β. Ceci peut eˆtre en effet mis en valeur
lorsque le terme e´lastique dommageable est e´crit sous la forme 12(β
2γ)g2n.
– Terme de Dupre´ : wβ
Le mode`le suppose qu’une interface entre deux corps colle´s contient une
certaine quantite´ d’e´nergie emmagasine´e dans les liaisons. Pour provoquer
une perte d’adhe´sion, il faut fournir au syste`me une quantite´ d’e´nergie
proportionnelle a` w, dite e´nergie de Dupre´. Cette e´nergie est fournie par le
terme e´lastique vu pre´ce´demment, et se traduit par un seuil de force que la
colle peut supporter avant le de´but de l’endommagement et la de´croissance
de la variable β. La variable w fixe donc (implicitement) la hauteur du seuil.
– Terme de normalisation : I[0,∞[(β)
Ce terme force la variable β a` rester positive. Ceci provient tout simplement
de la de´finition de la variable β qui est un rapport entre deux quantite´s
dont le re´sultat est positif, comme vu pre´ce´demment. La variable β est
alors borne´e infe´rieurement mais pas supe´rieurement.
Cependant, par de´finition, l’ensemble d’appartenance effectif de β est [0, 1].
La borne supe´rieure sera impose´e plus loin.
Dissipation – A l’interface, le potentiel de dissipation est choisi de la forme
suivante :
Φc(β˙) =
1
2
bβ˙2 + IR−(β˙) (3.5)
– Terme de viscosite´ d’endommagement : 12bβ˙
2
Dans ce mode`le, l’e´volution de la variable β est de´termine´e par son com-
portement en vitesse β˙. Le facteur de “viscosite´” b permet de modifier la
vitesse de de´cohe´sion selon l’interface conside´re´e.
– Terme d’irre´versibilite´ : IR−(β˙)
Ce terme provient aussi directement de la de´finition de la variable β. En
effet, il est suppose´ que les liaisons adhe´sives ne peuvent en aucun cas
se reconstituer, et que la rupture d’un lien est un phe´nome`ne totalement
irre´versible. Avec ce terme, on force donc la vitesse β˙ de de´cohe´sion a` eˆtre
ne´gative ou nulle. Ainsi, β ne peut que de´croˆıtre. Maintenant, si il est fixe´
qu’au temps originel du syste`me β(0) ≤ 1, alors compte tenu de β ∈ [0,∞[
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impose´ pre´cedemment, β appartiendra toujours a` l’intervalle [0, 1], comme
annonce´.
Analyse
Lois d’e´tat – Comme vu pre´ce´demment, les lois d’e´tat sont les de´rive´es
par rapport aux variables d’e´tat des potentiels, conforme´ment a` l’approche des
mate´riaux standards ge´ne´ralise´s. Le potentiel d’e´nergie libre posse`de deux va-
riables d’e´tat gn et β auxquelles on associe deux forces thermodynamiques dites
duales. Nous notons :
– la force thermodynamique pn (pression normale) associe´e a` gn
– la force thermodynamique Rβ (e´nergie d’adhe´sion) associe´e a` β
Sachant que l’e´nergie libre Ψc n’est pas diffe´rentiable par rapport a` gn au sens
de l’analyse classique et que la dissipation Φc est inde´pendante de g˙n, on de´duit
de (3.3) la relation suivante :
pn ∈ ∂gnΨc = ∂IR+(gn) + γβ2gn (3.6)
Cette relation est e´quivalente au syste`me d’ine´galite´s suivant (Figure 3.2) :
gn ≥ 0 , pn − γβ2gn ≤ 0 , (pn − γβ2gn)gn = 0 (3.7)
On reconnait les conditions d’impe´ne´trabilite´-se´paration, de re´pulsion-adhe´sion
ainsi que celle de comple´mentarite´.
gn
pn
β2γ
Fig. 3.2 – Graphe du contact avec adhe´sion (mode`le de Cange´mi–Raous, avec β constant).
Noter que le contact normal est classique avec un comportement e´lastique en
traction dont la rigidite´ est proportionnelle a` β2.
L’e´nergie libre Ψ n’e´tant pas diffe´rentiable par rapport a` β au sens de l’analyse
classique, la relation (3.3) nous permet de de´river l’e´nergie d’adhe´sion :
Rβ ∈ −∂βΨc = −∂I[0,∞[(β)− γgn2β + w (3.8)
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Cette relation est e´quivalente au syste`me de relations suivant (Figure 3.3) :
Rβ ≥ w si β = 0
Rβ = w − γgn2β si β > 0
(3.9)
qui peut aussi s’e´crire sous la forme :
β ≥ 0 , Rβ ≥ w − γgn2β , β(Rβ − w + γgn2) = 0 (3.10)
β
Rβ
w
0 1
−γgn2
Fig. 3.3 – Force thermodynamique associe´e a` β.
Lois d’e´volution – Le phe´nome`ne de de´cohe´sion est un processus entie`rement
dissipatif, introduit par les lois comple´mentaires que l’on de´rive du potentiel de
dissipation. Ainsi, obtient-on d’apre`s (3.3) :
Rβ ∈ ∂Φc
∂β˙
= bβ˙ + ∂IR−(β˙) (3.11)
Cette relation est e´quivalente au syste`me d’ine´galite´s suivant (Figure 3.4) :
Rβ ≥ 0 si β˙ = 0
Rβ = bβ˙ si β˙ < 0
(3.12)
qui peut aussi s’e´crire sous la forme :
β˙ ≤ 0 , Rβ ≥ bβ˙ , β˙(Rβ − bβ˙) = 0 (3.13)
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β˙
Rβ
b
Fig. 3.4 – Force thermodynamique associe´e a` β˙.
Re´solution – Pour obtenir la loi d’e´volution de la variable β, il faut e´crire
l’e´galite´ entre Rβ de´rive´ du potentiel d’e´nergie libre et celui de´rive´ du potentiel
de dissipation. Autrement dit, il faut effectuer l’intersection des deux graphes
pre´ce´dents pour obtenir l’expression de β˙ (voir (3.3), Rβ ∈ −∂βΨc ∩ ∂β˙Φc).
Analytiquement cela revient a` re´soudre le syste`me d’ine´galite´s obtenu de (3.9) et
(3.12), soit :
Rβ ≥ w si β = 0
Rβ = w − γgn2β si β > 0
Rβ ≥ 0 si β˙ = 0
Rβ = bβ˙ si β˙ < 0
(3.14)
Pour les discussions qui suivent, on suppose que l’hypothe`se du contact unilate´ral
gn ≥ 0 est toujours ve´rifie´e et que l’e´nergie de Dupre´ est positive w > 0.
Discussion :
si β = 0 et β˙ < 0 =⇒ bβ˙ ≥ w contradiction
si β = 0 et β˙ = 0 =⇒ Rβ ≥ w e´tat stable
On en de´duit la conse´quence suivante :
Conse´quence 1
Si β = 0 ⇐⇒ β˙ = 0 (3.15)
Discussion :
si β > 0 et β˙ < 0 =⇒ β˙ = −1
b
(γgn
2β − w) condition : γgn2β > w
si β > 0 et β˙ = 0 =⇒ γgn2β ≤ w
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On en de´duit la conse´quence suivante :
Conse´quence 2
Si β ∈]0,∞[ ⇐⇒
 β˙ = −
1
b
(γgn
2β − w) si γgn2β > w
β˙ = 0 si γgn2β ≤ w (sinon)
(3.16)
On peut condenser les conse´quences 1 et 2, et obtenir :
Si β ≥ 0 ⇐⇒
 β˙ = −
1
b
(γgn
2β − w) si γgn2β > w
β˙ = 0 si γgn2β ≤ w (sinon)
(3.17)
On peut aussi re´e´crire ce syste`me de la manie`re suivante, ou` DR−[x] indique la
distance de x a` l’ensemble R− (voir l’annexe A) :
Si β ≥ 0 ⇐⇒ β˙ = −1
b
DR−[γgn
2β − w] (3.18)
Maintenant si la valeur de β originelle est choisie de manie`re a` respecter les
de´finitions, nous obtenons :
β(0) = β0 ∈ [0, 1]
β˙ = −1
b
DR−[γgn
2β − w]
(3.19)
L’inte´gration de cette e´quation diffe´rentielle lorsqu’on a de´cohe´sion sans de´charge
(γgn2β > w) donne la de´croissance suivante :
β(t) = (β0 − w
γgn2
)e−(
γgn
2
b )t +
w
γgn2
(3.20)
10 20 30 40 50
1
2
3
β = 1
β ∈ [0, 1[
pn
gn
Fig. 3.5 – Loi d’adhe´sion-de´cohe´sion lente de Cange´mi–Raous.
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Finalement, la re´ponse du mode`le en traction est la suivante (Figure 3.5). Il y a
d’abord une monte´e e´lastique lorsqu’on exerce la traction (ou` β = 1). Ensuite, de`s
que la force e´lastique de´passe un certain seuil, il y a de´croissance de β entrainant
ainsi la de´cohe´sion.
Pour mettre en e´vidence le roˆle de la variable b, nous avons trace´ le meˆme graphe
mais pour diffe´rentes valeurs de b (Figure 3.6).
10 20 30 40 50
1
2
3
4
b de´croissant
pn
gn
Fig. 3.6 – Loi d’adhe´sion de Cange´mi.
On constate que la variable b influence la vitesse de de´cohe´sion mais aussi la
“viscosite´” du pic lorsque la rupture se produit. Les pics les plus pointus sont
observe´s lorsque b tend vers 0.
Re´sume´, commentaires et remarques
L’ensemble du proble`me d’adhe´sion normale a` l’interface se re´sume par les ex-
pressions suivantes :
pn − γβ2gn ≤ 0 , gn ≥ 0 , (pn − γβ2gn)gn = 0
β(0) = β0 ∈ [0, 1]
β˙ = −1
b
DR−[γgn
2β − w]
(3.21)
Le graphe du contact normal avec adhe´sion correspondant est le suivant (avec
une de´charge) (Figure 3.7) :
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pn
pM = γ
√
w
γ
γ
β = 1
β = 12
w
gn
√
w
γ
β → 0
Fig. 3.7 – Loi d’adhe´sion de Cange´mi (b = 0).
Commentaire 3.2.1 En combinant l’e´quation (3.6) de la pression normale et
(3.20) d’e´volution de β(t), on obtient la pression normale de de´cohe´sion (gn >√
w
γ > 0) :
pn = γgn
[
(β0 − w
γgn2
)
2
e−2(
γgn
2
b )t +
2w
γgn2
(β0 − w
γgn2
)e−(
γgn
2
b )t +
w2
γ2gn4
]
(3.22)
La re´ponse (3.22) montre que si gn est constant, il y a tout de meˆme une relaxation
temporelle (de´pendante de b) faisant e´voluer la force en fonction du temps. Nous
n’avons donc pas inde´pendance temporelle entre pn et gn.
Commentaire 3.2.2 L’analyse de (3.22) indique aussi que si les effets visqueux
sont supprime´s (en faisant tendre b→ 0), l’e´volution de pn de´crit une hyperbole
cubique en gn (Figure 3.7) :
pn =
w2
γgn3
(3.23)
Ceci signifie que la pression ne s’annule totalement que lorsque gn → ∞, ce qui
est physiquement peu re´aliste, bien que la pression devienne vite ne´gligeable pour
un gn relativement petit.
Remarque 3.2.2 L’analyse du graphe de contact normal avec adhe´sion (Fi-
gure 3.7) indique encore que lors d’une de´charge apre`s un certain endommage-
ment (par exemple β = 12), la rigidite´ des liens adhe´sifs a diminue´ d’une quantite´
proportionnelle a` β2. La hauteur du pic d’adhe´sion a e´galement diminue´. On
voit que pour β = 0, on retrouve le graphe du contact normal sans adhe´sion
(Figure 2.14).
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Remarque 3.2.3 Sans rentrer dans les de´tails, ce mode`le d’adhe´sion peut aussi
inclure des effets tangents et notamment eˆtre couple´ a` une loi de frottement de
type Coulomb. En effet, en rajoutant dans l’e´nergie libre un terme e´lastique en-
dommageable tangent 12γβ
2‖gt‖2 de´crivant le cisaillement des liens adhe´sifs ainsi
qu’un terme de frottement I∗C(pcn)(
◦
gt) (p
c
n e´tant la pression normale uniquement
duˆe au contact) dans le potentiel de dissipation, le graphe tangent devient le
suivant (Figure 3.8) :
pt
−µpcn
pM − µpcn
gt
relaxation
temporelle
de´charge
Fig. 3.8 – Comportement tangent avec frottement.
Remarque 3.2.4 Du fait que la colle est dote´e d’une e´lasticite´, la raison d’eˆtre
de la variable β (qui, on le rappelle, e´tait d’arriver a` distinguer un contact adhe´sif
sous tension avec une colle intacte du meˆme contact avec une colle rompue)
devient caduque, puisqu’on peut utiliser gn (gn > 0, supe´rieur ou e´gal a`
√
w
γ ).
C’est en partie ce constat qui a motive´ la recherche d’une alternative.
3.2.3 Une nouvelle approche base´e sur des filaments plas-
tiques e´crouissables
Description ge´ne´rale et notion d’e´cart adhe´sif
Nous supposons toujours que l’e´tat adhe´sif est caracte´rise´ par une multitude de
filaments distribue´s le long de l’interface. Lorsque nous appliquons une charge
de traction a` une structure colle´e a` une autre (Figure 3.9 a)), nous apercevons
(selon la colle) le long de l’interface des petits filaments adhe´sifs (Figure 3.9 b)).
Au de´part, ces filaments sont suppose´s avoir une longueur nulle (Figure 3.9 a)),
surface colle´e). Une premie`re constatation est qu’une fois e´tire´s d’une certaine
longueur, ces filaments ne se raccourcicent pas lorsque la charge diminue, voire
s’inverse. Ils se replient sur eux-meˆmes, et ne transmettent plus aucune charge
entre les deux corps (Figure 3.9 c)). Aussi, lorsque nous appliquons une charge
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suffisante pour provoquer un de´collement, les e´le´ments les plus e´tire´s sont les plus
faibles, et cassent (Figure 3.9 d)).
a)
b)
c)
d)
F
F
F
Fig. 3.9 – Sche´matisation du comportement des filaments lors du de´collement.
Contrairement au mode`le de Fre´mond qui supposait que l’e´tat des liens e´tait soit
actif soit inactif, cette approche diffe`re par le fait que les liens obe´issent main-
tenant a` une loi de comportement spe´cifique. Pour tenir compte de l’e´tirement,
nous postulons que les liens ont un comportement de type plastique. Nous intro-
duisons donc une variable interne ga qui correspond a` la variable de de´formation
plastique en the´orie de la plasticite´ et qui repre´sente la longueur distendue plas-
tiquement par les filaments. Ensuite, pour conside´rer l’endommagement des fi-
laments puis leur rupture, nous rajoutons a` notre loi plastique d’interface un
e´crouissage ne´gatif [96], s’annulant selon la valeur de ga. En effet, notre variable
interne n’est plus une proportion comme pre´ce´demment, mais devient une va-
riable cine´matique d’e´cart adhe´sif cumule´ ga mesurant l’e´tirement plastique des
filaments. A cette variable ga, nous associons la force duale adhe´sive pa.
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pn
gn
001 wRββ
pa
ga
Mode`le d’endommagement [gn - pn] − [β - Rβ ]
Mode`le se´rie [gn - pn] − [ga - pa]
Fig. 3.10 – Comparaison des deux approches.
La figure 3.10 montre la diffe´rence principale entre l’approche a` la Fre´mond ou`
la variable β indique l’e´tat adhe´sif sur une portion de l’interface et le mode`le
propose´ ou` chaque filament se comporte de manie`re plastique selon ga. Les forces
duales Rβ et pa repre´sentent le travail adhe´sif dissipe´ et la force adhe´sive (tension)
fournie par chaque filament, respectivement.
Les potentiels
Energie libre – A l’interface, nous choisissons le potentiel d’e´nergie libre sui-
vant :
Ψc(gn, g
a) = IR+(gn) +
1
2
γD2R−(gn − ga) (3.24)
– Terme de contact normal : IR+(gn)
Nous ne reviendrons pas sur ce terme.
– Terme adhe´sif : 12γD
2
R−(gn − ga)
Nous reconnaissons un terme d’inspiration e´lasto-plastique. Nous y intro-
duisons la distance par rapport a` R−, qui annule ce terme si gn < ga, pour
mode´liser le fait que les filaments n’ont aucune rigidite´ en compression.
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gn
Ψc
ga
γ
Fig. 3.11 – Potentiel d’e´nergie libre d’interface Ψc en fonction de gn.
Dissipation – A l’interface, nous choisissons le potentiel de dissipation non-
diffe´rentiable suivant :
Φc(g˙
a; ga) = s(ga)g˙a + IR+(g˙
a) = I∗[−∞,s(ga)](g˙
a) (3.25)
g˙a
Φc
s(ga)
Fig. 3.12 – Potentiel de dissipation d’interface Φc en fonction de g˙a.
– Terme de seuil : s(ga)g˙a
En raison de la discontinuite´ (coin) a` l’origine de la dissipation, les forces
adhe´sives sont limite´es par un seuil. L’endommagement des filaments in-
terviendra lorsque ces forces seront supe´rieures a` ce seuil, qui est choisi
de´pendant de ga. En effet, la fonction s(ga) de´crira l’e´volution de la
de´cohe´sion lors de l’e´tirement des filaments. Ce sera donc une fonction
positive de´croissante qui sera e´gale a` la force maximale adhe´sive lorsque
ga = ga0 (typiquement pour une colle intacte g
a
0 = 0, voir Figure 3.9 a)).
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Par exemple, la fonction s(ga) pourra prendre la forme suivante :
s(ga) =
 pM(1−
ga
gM
) si 0 ≤ ga0 ≤ ga ≤ gM
0 si ga > gM
(3.26)
pM est le seuil adhe´sif (limite d’adhe´sion ou seuil de de´cohe´sion), gM est
l’e´cart adhe´sif maximal (e´cart de de´cohe´sion, de rupture des filaments) sur
lequel ga est actif (Figure 3.13).
ga
pM
gM
s(ga)
Fig. 3.13 – Exemple de choix de fonction pour s(ga).
– Terme d’irre´versibilite´ : IR+(g˙a)
L’adhe´sion e´tant un phe´nome`ne irre´versible, ce terme garantit que ga ne
peut que croˆıtre et ainsi le syste`me ne peut e´voluer que d’un e´tat adhe´sif
vers un e´tat de´colle´ (un recollement est exclu).
Analyse
Lois d’e´tat – Nous associons des forces thermodynamiques duales a` nos va-
riables :
– la force thermodynamique pn (pression de contact) associe´e a` gn
– la force thermodynamique pa associe´e a` ga (traction adhe´sive)
On de´duit donc de (3.24) :
pn ∈ ∂gnΨc = ∂IR+(gn) + {γPR+(gn − ga)} (3.27)
Cette relation est e´quivalente au syste`me d’ine´galite´s suivant (Figure 3.14) :
gn ≥ 0 , pn − γPR+(gn − ga) ≤ 0 ,
(
pn − γPR+(gn − ga)
)
gn = 0
(3.28)
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gngngn
pnpnpn
ga = 0ga = 0 g
a > 0ga > 0
γγ∩ ∩
gn ≥ 0 pn − γPR+(gn − ga) ≤ 0
(
pn − γPR+(gn − ga)
)
gn = 0
admissible
Fig. 3.14 – Intersection du syste`me d’ine´galite´s.
dont la combinaison constitue le graphe suivant (Figure 3.15), e´quivalent a` (3.27)
et (3.28) :
gn
pn
a
ga = 0 ga = a
γ
Fig. 3.15 – Graphe du contact avec adhe´sion.
Ensuite, on de´rive la force adhe´sive (Figure 3.16) :
pa = −∂Ψc(gn, g
a)
∂ga
= γPR+(gn − ga) (3.29)
gn
pa
a
ga = 0 ga = a
γ
Fig. 3.16 – Traction adhe´sive pa associe´e a` ga.
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On constate qu’on peut aussi re´e´crire les relations (3.28) sous la forme
e´quivalente :
gn ≥ 0 , pn − pa(gn, ga) ≤ 0 , (pn − pa(gn, ga))gn = 0 (3.30)
Loi comple´mentaire – D’autre part, on de´rive du potentiel de dissipation :
pa ∈ ∂g˙aΦc(g˙a; ga) = ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) = s(ga) + ∂IR+(g˙a) (3.31)
g˙a
pa
s(ga)
Fig. 3.17 – Traction adhe´sive pa associe´e a` g˙a.
La loi d’e´volution d’e´tirement en tension peut aussi se mettre sous la forme
(Figure 3.17) :
g˙a ≥ 0 , pa − s(ga) ≤ 0 , g˙a(pa − s(ga)) = 0 (3.32)
Re´solution – De (3.29) et (3.31), il re´sulte le syste`me suivant a` re´soudre :{
pa = γPR+(gn − ga)
pa ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a)
(3.33)
On en de´duit la relation suivante :
γPR+(gn − ga) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.34)
De meˆme que pour la plasticite´ au paragraphe (2.2.4) , nous re´solvons ce syste`me
de manie`re incre´mentale. On peut de´composer ga en e´crivant ga = ga0 + g˙
adt, on
re´e´crit la relation (3.34) :
γPR+(gn − ga0 − g˙adt) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.35)
Si gn ≤ ga0 , et sachant que g˙a ≥ 0, la re´solution du syste`me devient triviale et
donne :
pa = 0 (3.36)
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D’autre part, si gn − ga > 0, la relation (3.34) s’e´crit :
γ(gn − ga0 − g˙adt) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.37)
qui s’e´crit aussi (Figure 3.18) :
γ(gn − ga0) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) + {γg˙adt} (3.38)
s(ga)
γ(gn − ga0)
γdt
g˙a
Fig. 3.18 – Graphe de γ(gn − ga0 ) en fonction de g˙a.
Il en re´sulte :
Si γ(gn − ga0) ≤ s(ga) ⇐⇒
{
g˙a = 0
pa = γ(gn − ga0)
(3.39)
Si γ(gn − ga0) > s(ga) ⇐⇒
 g˙a =
1
γdt
(γ(gn − ga0)− s(ga))
pa = s(ga)
(3.40)
Si on re´capitule, en se servant de (3.39) et (3.40), on peut e´crire :
pa =
{
γ(gn − ga0) si γ(gn − ga0) ≤ s(ga)
s(ga) si γ(gn − ga0) > s(ga)
(3.41)
En incluant le cas (3.36), le syste`me complet s’e´crit :
pa =

0 si γ(gn − ga0) ≤ 0
γ(gn − ga0) si 0 < γ(gn − ga0) ≤ s(ga)
s(ga) si γ(gn − ga0) > s(ga)
(3.42)
ou encore (sachant que s(ga) ≥ 0) :
pa = P[−∞,s(ga)]
(
γPR+(gn − ga0)
)
(3.43)
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Re´sume´ et remarques
L’ensemble du proble`me d’adhe´sion normale a` l’interface se re´sume par les ex-
pressions suivantes :
gn ≥ 0 , pn − pa ≤ 0 , (pn − pa)gn = 0
pa = P[−∞,s(ga)]
(
γPR+(gn − ga0)
) (3.44)
pa est la projection d’une contrainte d’essai γPR+(gn − ga0) sur un crite`re dont
le domaine de´croˆıt avec la variable interne ga. Le graphe du contact normal avec
adhe´sion correspondant est le suivant (avec une de´charge) (Figure 3.19) :
gn
pn
gM
pM
s(ga)
γ
Fig. 3.19 – Loi d’adhe´sion.
Lorsqu’on exerce une traction, on a pn = pa. Comme pour le mode`le expose´
pre´ce´demment, il y a tout d’abord une monte´e e´lastique (g˙a = 0 ⇒ ga = ga0)
tant que la force adhe´sive est au dessous du seuil s(ga0) = pM . Au dela de ce
seuil, il y a de´cohe´sion (g˙a > 0) et la force adhe´sive pa = s(ga) de´croˆıt de
manie`re line´aire avec l’augmentation de ga. Il y a endommagement par “dis-
tension”, “e´tirement”. Cependant, la de´cohe´sion s’effectue sans endommagement
de la rigidite´ des filaments. En effet, une de´charge s’effectue toujours selon la
meˆme pente e´lastique. Aussi, la force adhe´sive devient nulle si nous comprimons
les filaments pre´alablement e´tire´s. Si on recharge ces filaments et on poursuit la
de´cohe´sion, ga devient supe´rieur a` une valeur gM pour laquelle s(ga) devient nul.
Il y a alors rupture du filament et on retrouve le graphe de contact normal sans
adhe´sion (Figure 2.14).
Commentaire 3.2.3 Nous constatons qu’il y a “inde´pendance temporelle”
entre pn et gn et il n’y a pas d’effet visqueux. Cette approche permet d’obte-
nir une loi d’adhe´sion inde´pendante des taux.
Remarque 3.2.5 Le choix de la fonction de de´croissance s(ga) reste relative-
ment libre. En choisisant la de´croissance (3.26), on fixe une distance adhe´sive
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finie apre`s laquelle la force adhe´sive devient nulle. La de´croissance est line´aire car
c’est la manie`re la plus simple pour faire de´croˆıtre une fonction (simplicite´). Il est
bien entendu aussi possible de choisir une fonction de de´croissance non-line´aire
et/ou ne s’annulant pas force´ment. Ce choix doit eˆtre pre´cise´ ulte´rieurement en
relation avec des expe´riences de de´cohe´sion sur des interfaces (re´alisme).
3.2.4 Formulation du contact avec frottement et adhe´sion
Description ge´ne´rale
La prise en compte des phe´nome`nes tangents s’effectue en deux e´tapes. Tout
d’abord, il faut de´terminer le comportement des filaments lors du cisaillement
entre les deux corps, avant d’inclure la loi de frottement.
Cine´matique de l’adhe´sion – Dans la configuration de re´fe´rence, les points
en adhe´sion x et x′, appartenant respectivement au contacteur et a` la cible sont
confondus (Figure 3.20). On suppose qu’un lien adhe´sif existe entre ces deux
points.
n′
t′
CIBLE
CONTACTEUR
x
x′
Ω
Ω′
Fig. 3.20 – Configuration de re´fe´rence de deux corps avec un lien adhe´sif.
Ensuite lors de l’e´volution du syste`me, la position de ces deux points devient
respectivement y(x, t) et y′(x, t) (Figure 3.21). Nous supposons alors que les
filaments adhe´sifs relient toujours ces deux points. Ceci restant vrai quelle que
soit la configuration des deux corps, on suppose de plus que la force adhe´sive agit
selon la direction radiale d reliant ces deux points (en accord avec le principe
d’e´quilibre des moments local nominal), avec :
d =
y − y′
‖y − y′‖ =
g
‖g‖ (3.45)
Si on note pa = ‖pa‖ l’intensite´ de la force adhe´sive, alors le vecteur force
adhe´sive s’e´crit pa = pad. La direction de la force adhe´sive e´tant fixe´e, on a
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donc pa = pa(‖g‖). L’intensite´ de la force adhe´sive ne de´pendant que de la
norme de l’e´cart, si nous fixons le point y′, et maintenons l’intensite´ d’adhe´sion
pa constante, les re´gions admissibles de y de´crivent des sphe`res autour de y′ (Fi-
gure 3.21). Par conse´quent, la hauteur du pic en cisaillement tangentiel est la
meˆme que celle du pic en traction normale.
n′
n′
t′
t′
d
d = t′ = ta
d = n′
ta
ta = 0
y
y
y
y′
y′
y′
Ω
Ω
Ω
Ω′
Ω′
Ω′
a) b)
c)
Fig. 3.21 – Configuration actuelle de deux corps avec a) traction normale b) cisaillement et
c) se´paration dans une direction d quelconque. Noter l’he´misphe`re autour de y′.
Adhe´sion et contact normal – L’adhe´sion n’influence pas le contact normal.
En effet dans la direction normale, si gn > 0, alors il y a tension-se´paration
(faisant uniquement intervenir l’adhe´sion) et si gn < 0 (tole´re´ en pe´nalite´) alors il
y a pression-non pe´ne´tration (faisant uniquement intervenir le contact unilate´ral).
Nous avons vu jusqu’ici que les forces adhe´sives agissent selon la direction radiale
d. Par contre, le contact normal influence l’adhe´sion car nous faisons l’hypothe`se
supple´mentaire que nos forces adhe´sives n’agissent que dans le plan tangent selon
la direction ta (projection de d sur le plan tangent) lorsqu’il y a contact, quelle
que soit la pe´ne´tration gn < 0 (tole´re´e en pe´nalite´) entre les deux corps. De meˆme,
si nous fixons le point y′, les domaines ou` y varie et l’intensite´ d’adhe´sion reste
constante ne de´crivent plus que des he´misphe`res autour de y′.
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Adhe´sion et frottement tangentiel – Lorsque pn < 0, les phe´nome`nes
d’adhe´sion et de frottement se manifestent simultane´ment. Contrairement a`
l’adhe´sion, les points de frottement e´voluent au cours du mouvement (y′ ne
de´pend pas de x′ mais de x⊥) et la direction de la force de frottement de´pend
de la direction de glissement. L’hypothe`se selon laquelle la direction des forces
adhe´sives de´pend toujours de d nous ame`ne a` supposer dans ce mode`le que le
couplage entre le frottement et l’adhe´sion se re´sume a` une superposition des deux
phe´nome`nes. En effet, dans certains cas, la force de frottement peut avoir une
direction diffe´rente de celle de l’adhe´sion tangente. Dans ce sens, nous pensons
que frottement et adhe´sion sont deux phe´nome`nes inde´pendants.
Hypothe`se supple´mentaire des petits de´placements – Nous faisons
aussi dans la suite de l’e´tude l’hypothe`se des petits de´placements. En effet,
les forces adhe´sives sont des forces qui agissent ge´ne´ralement sur des courtes
distances. De plus, pour de grands glissements, l’hypothe`se selon laquelle les
forces adhe´sives agissent selon la direction d (ou parfois t) n’est plus toujours
ve´rifie´e.
Ainsi, dans ce qui suit, le point proximal x⊥ est assimile´ a` x′ quelle que soit la
configuration du syste`me.
n
t
y
y′
Ω
Ω′
g
p′
p
Fig. 3.22 – Configuration de contact entre deux solides de´formables en petits de´placements.
Sachant qu’ils se rapportent toujours a` la cible et afin d’alle´ger les notations,
nous omettons les symboles “prime” des vecteurs unite´ des bases de re´fe´rence.
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Les potentiels
Energie libre – Nous postulons le potentiel d’e´nergie libre suivant a` l’inter-
face :
Ψc(gn, gt, g
s
t , g
a) = IR+(gn) + I{0}(gt − gst ) + IR−
(√
P 2R+(gn) + ‖gt‖2 − ga
)
(3.46)
– Terme adhe´sif : IR−
(√
P 2R+(gn) + ‖gt‖2 − ga
)
Ce terme est la version tridimensionnelle du terme adhe´sif du cas pre´ce´dent.
L’adhe´sion ne de´pend plus uniquement de gn mais de l’ensemble de la norme
du vecteur e´cart total ‖g‖ =
√
(gn)2 + ‖gt‖2, ici le´ge`rement modifie´e pour
tenir compte du fait que lors du contact, l’adhe´sion de´pend uniquement de
la norme de l’e´cart tangent ‖gt‖. En effet, on a :√
P 2R+(gn) + ‖gt‖2 = ‖PR+n (g)‖
ou` g ≡ gnn+ gt et R+n = {v |n ·v ≥ 0} (Figure 3.23).
n
t
gn ≥ 0
gn < 0
R+n
PR+n (g)
g
Fig. 3.23 – Projection du vecteur e´cart lors du contact gn < 0.
De plus, l’utilisation de l’indicatrice sur IR−(· · · ) a` la place du carre´ de la
distance D2R−(· · · ) nous permet de redresser nos graphes, en introduisant
des filaments de rigidite´ infinie.
– Terme de frottement : I{0}(gt − gst )
Ce terme, comme nous l’avons vu pre´ce´demment permet d’introduire la
variable interne de glissement gst en lui associant une e´nergie potentielle.
Dissipation – Nous postulons le potentiel de dissipation suivant :
Φc(
◦
g
s
t , g˙
a; ga, pcn) = I
∗
C(pcn)(
◦
g
s
t ) + I
∗
[−∞,s(ga)](g˙
a) (3.47)
– Terme dissipatif adhe´sif : I∗[−∞,s(ga)](g˙
a)
Ce terme nous dicte la loi d’e´volution de la variable interne d’adhe´sion ga.
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– Terme dissipatif de frottement : I∗C(pcn)(
◦
g
s
t )
Ce terme est la loi d’e´volution de la variable interne de glissement gst
qui constitue le frottement de Coulomb. Duˆ a` la pre´sence d’adhe´sion, la
pression-tension normale pn se de´compose en une pression normale de
contact pcn et une tension normale duˆe a` l’adhe´sion p
a
n (pn = p
c
n + p
a
n).
La force de frottement n’est proportionelle qu’a` la pression normale de
contact pcn.
Lois constitutives
A partir des potentiels d’e´nergie libre et de dissipation, nous de´rivons les lois
d’e´tat et comple´mentaires pour former le syste`me d’e´quations du contact avec
frottement couple´ a` l’adhe´sion.
Les forces “externes”, associe´es aux variables cine´matiques :
pn ∈ ∂gnΨc(gn, gt, gst , ga) (3.48)
avec :
∂gnΨc = ∂IR+(gn) + ∂IR−
(‖PR+n (g)‖ − ga) PR+(gn)‖PR+n (g)‖
= pcn + p
a
n (3.49)
pt ∈ ∂gtΨc(gn, gt, gst , ga) (3.50)
avec :
∂gtΨc = ∂IR−
(‖PR+n (g)‖ − ga) ‖gt‖‖PR+n (g)‖ gt‖gt‖
+ ∂I{0}(gt − gst )
= pat t+ p
f
t = p
a
t + p
f
t (3.51)
Les forces “internes”, associe´es aux variables internes :
pst ∈ −∂gstΨc(gn, gt, gst , ga) = ∂I{0}(gt − gst ) (3.52)
pst ∈ ∂◦gstΦc(g˙
a,
◦
g
s
t ; g
a, pcn) = ∂I
∗
C(pcn)(
◦
g
s
t ) (3.53)
pa ∈ −∂gaΨc(gn, gt, gst , ga) = ∂IR−
(‖PR+n (g)‖ − ga) (3.54)
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; ga, pcn) = ∂I
∗
[−∞,s(ga)](g˙
a) = s(ga) + ∂IR+(g˙
a) (3.55)
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Remarque 3.2.6 On peut repre´senter le contact avec frottement couple´ a`
l’adhe´sion sous la forme du coˆne de Coulomb (Figure 3.24). On reconnait le
lobe he´misphe´rique avec traction adhe´sive et la superposition de l’adhe´sion sur
le coˆne classique de Coulomb du frottement lors d’efforts tangents.
pt
pn
pa
pa
µ
Fig. 3.24 – Coˆne de Coulomb du contact avec frottement couple´ a` l’adhe´sion.
Regroupement des potentiels
Comme nous l’avons vu, les phe´nome`nes de frottement et d’adhe´sion sont
inde´pendants. Aussi, il devient possible d’effectuer un de´couplage au niveau
des potentiels entre le contact avec frottement et l’adhe´sion. On peut donc
de´composer le potentiel d’e´nergie libre de la manie`re suivante :
Ψc(gn, gt, g
s
t , g
a) = Ψcc(gn) +Ψ
s
c(gt, g
s
t ) +Ψ
a
c (gn, gt, g
a) (3.56)
en regroupant dans Ψcc les termes de contact, dans Ψ
s
c les termes de frottement
et enfin dans Ψac les termes adhe´sifs. Bien entendu, pour une loi de Coulomb, le
frottement reste indissociable de la pression normale de contact pn (mais pas in-
verse´ment), contrairement a` l’adhe´sion qui ne de´pend que du signe de pn. Comme
dans la plupart du travail qui suit, nous n’e´tudions que tre`s peu le contact seul,
nous regroupons Ψcc(gn) + Ψ
s
c(gt, g
s
t ) = Ψ
cs
c (gn, gt, g
s
t ). Similairement pour le po-
tentiel de dissipation, on e´crit :
Φc(
◦
g
s
t , g˙
a; ga, pcn) = Φ
s
c(
◦
g
s
t ; p
c
n) + Φ
a
c (g˙
a; ga) (3.57)
avec Φsc pour le frottement et Φ
a
c pour l’adhe´sion.
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3.2.5 Minimisation e´lastique sous contrainte
Le proble`me consiste a` re´soudre le syste`me suivant d’une minimisation
incre´mentale et de deux syste`mes d’inclusions :
Usys(ŷ ; pcn, ga) =inf
ẑ
[UU(ẑ) + ∫
Γ
Ψc(gn(z, z
′), gt(z, z′); gst , g
a) dΓ
+
∫
Γ
Φc(
◦
g
s
t , g˙
a; pcn, g
a)δt dΓ
] (3.58)
{
pst ∈ −∂gstΨc(gn(z, z′), gt(z, z′), gst , ga)
pst ∈ ∂◦gstΦc(
◦
g
s
t , g˙
a; ga, pcn)
(3.59)
{
pa ∈ −∂gaΨc(gn(z, z′), gt(z, z′), gst , ga)
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; pcn, g
a)
(3.60)
Sachant que le quasi-potentiel de dissipation de notre formulation ne de´pend
uniquement que des variables internes qui sont inde´pendantes de y et y′ (ŷ =
[y y′]T ), le proble`me de minimisation du syste`me complet ne laisse apparaˆıtre
plus que les termes d’e´nergie libre et devient :
Usys(ŷ) =inf
ẑ
[UU (ẑ) + ∫
Γ
Ψc(gn(z, z
′), gt(z, z′), gst , g
a) dΓ
]
(3.61)
{
pst ∈ −∂gstΨc(gn(z, z′), gt(z, z′), gst , ga)
pst ∈ ∂◦gstΦc(g˙
a,
◦
g
s
t ; g
a, pcn)
(3.62)
{
pa ∈ −∂gaΨc(gn(z, z′), gt(z, z′), gst , ga)
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; ga, pcn)
(3.63)
Le couplage entre les variables cine´matiques de´pendantes de ŷ et internes est
assure´ par les lois constitutives faisant e´voluer les variables internes gst et g
a,
par l’interme´diaire des syste`mes forme´s par les deux inclusions. Ce syste`me est
comple´te´ par les lois d’e´tat :{
pn ∈ ∂gnΨc(gn(ŷ), gt(ŷ), gst , ga)
pt ∈ ∂gtΨc(gn(ŷ), gt(ŷ), gst , ga)
(3.64)
Nous constatons que ce syste`me comprend une fonctionnelle non-re´gulie`re couple´e
a` plusieurs inclusions dont certaines sont emboˆıte´es ; c’est un syste`me “inte´gro-
inclusionnel”. Pour re´soudre ce syste`me, notamment trouver une formulation
re´gulie`re permettant d’eˆtre re´solue nume´riquement, il est ne´cessaire de faire appel
a` certaines techniques spe´ciales : les techniques de la pe´nalite´ ou du Lagrangien
augmente´ pour la re´gularisation et un algorithme de projection pour la re´solution
incre´mentale des syste`mes d’inclusions. Ceci fera l’objet du paragraphe suivant.
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Remarque 3.2.7 Si on pre´fe`re la formulation du frottement par variable
cine´matique a` celle par variable interne, le syste`me s’e´crit :
Usys(ŷ ; pcn, ga) =inf
ẑ
[UU(ẑ) + ∫
Γ
Ψc(gn(ẑ), gt(ẑ); g
s
t , g
a) dΓ
+
∫
Γ
Φc(
◦
gt(ẑ), g˙
a; ga, pcn)δt dΓ
] (3.65)
{
pa ∈ −∂gaΨc(gn(ẑ), gt(ẑ), gst , ga)
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; ga, pcn)
(3.66)
Sans adhe´sion, nous retrouvons le proble`me incre´mental de minimisation par va-
riables uniquement cine´matiques (2.140) introduit pre´ce´demment au paragraphe
2.3.5. Dans ce cas, il n’est plus possible de ne pas faire figurer le pseudo-potentiel
de dissipation dans la fonctionnelle Usys, ce dernier de´pendant de ŷ. Chaque
variable interne requiert en conse´quence en plus du proble`me incre´mental de
minimisation un syste`me d’inclusions de couplage.
Remarque 3.2.8 A ce niveau, le syste`me (3.61) a` (3.63) ne peut pas encore eˆtre
qualifie´ d’incre´mental. Il le deviendra en fait plus loin lors de la re´solution des
syste`mes d’inclusions.
3.3 Analyse du contact avec frottement et
adhe´sion
Nous avons vu dans la section pre´ce´dente que le couplage entre contact avec
frottement et adhe´sion se re´sumait a` une superposition des phe´nome`nes. Ainsi,
lors de l’analyse, nous pouvons conside´rer ces derniers se´pare´ment sans perte de
ge´ne´ralite´.
3.3.1 Re´solution par la me´thode de la pe´nalite´
La me´thode de la pe´nalite´
Principe – C’est la me´thode la plus simple et la plus classique pour re´soudre
des proble`mes de contact. Cette me´thode remplace les fonctions multivoques
non-re´gulie`res (non-diffe´rentiables) par des fonctions (univoques) approximatives.
Cette me´thode a e´te´ e´tablie pour la re´solution de proble`mes d’optimisation sous
contraintes (Courant (1927-43-62), Bertsekas (1975), Rockafellar (1976), entre
autres) puis applique´e aux proble`mes de contact (notamment Oden (1980), Cur-
nier (1984)). Le pre´sent expose´ s’inspire notamment de Curnier–Alart [25].
Plus concre`tement, la fonction indicatrice d’une variable sur un ensemble est
remplace´e par un terme proportionnel a` la distance au carre´ de cette variable par
rapport a` ce meˆme ensemble.
Analyse du contact avec frottement et adhe´sion • 91
Exemple scalaire – Soit l’ensemble [−R,R] ∈ R. L’indicatrice de la variable
x sur cet ensemble s’e´crit :
I[−R,R](x) =
{
0 si x ∈ [−R,R]
∞ si x 3∈ [−R,R] (3.67)
La me´thode de la pe´nalite´ quadratique consiste a` remplacer l’indicatrice par le
carre´ de la distance a` l’ensemble (Figure 3.25) :
1
2
γD2[−R,R](x) =
 0 si x ∈ [−R,R]1
2
γ(|x|− R)2 si x 3∈ [−R,R] (3.68)
avec γ le facteur de pe´nalite´ (comparable a` une rigidite´), qui, pour se rapprocher
le plus de la fonction exacte doit prendre des valeurs relativement grandes.
x
I[−R,R](x)
1
2γD
2
[−R,R](x)
−R R
Fig. 3.25 – Principe de la me´thode de pe´nalite´. La fonction pe´nalise´e est en traits pleins et
la fonction exacte en pointille´s.
L’inte´reˆt de la fonction distance est qu’elle reste bien de´finie pour des ensembles
de RN
Application – La pe´nalisation consiste a` remplac¸er le potentiel Ψc par la
fonction approximative diffe´rentiable Ψ˜c correspondante dans (3.61) :
U˜sys(ŷ) =inf
ẑ
[UU (ẑ) + U˜c(ẑ)] =inf
ẑ
[UU(ẑ) + ∫
Γ
Ψ˜c(z, z
′) dΓ
]
(3.69)
En se servant de la de´composition (3.56) du potentiel d’e´nergie libre, le proble`me
de minimisation du syste`me complet s’e´crit :
U˜sys(ŷ) =inf
ẑ
[UU (ẑ) + ∫
Γ
(
Ψ˜csc (z, z
′) + Ψ˜ac(z, z
′)
)
dΓ
]
(3.70)
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avec les lois d’e´tat (3.64) et constitutives (3.62), (3.63) qui deviennent :
pn =
∂Ψ˜c(gn, gt, gst , g
a)
∂gn
=
∂Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t )
∂gn
+
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂gn
= pcn + p
a
n
pt =
∂Ψ˜c(gn, gt, gst , g
a)
∂gt
=
∂Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t )
∂gt
+
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂gt
= pft + p
a
t
(3.71)

pst = −
∂Ψ˜c(gn, gt, gst , g
a)
∂gst
= −∂Ψ˜
cs
c (gn, gt, g
s
t )
∂gst
pst ∈ ∂◦gstΦc(g˙
a,
◦
g
s
t ; g
a, pcn) = ∂◦g
s
t
Φsc(
◦
g
s
t ; p
c
n)
(3.72)
 p
a = −∂Ψ˜c(gn, gt, g
s
t , g
a)
∂ga
= −∂Ψ˜
a
c (gn, gt, g
a)
∂ga
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; ga, pcn) = ∂g˙aΦ
a
c (g˙
a; ga)
(3.73)
Une condition ne´cessaire pour l’obtention d’un minimum :
D U˜sys
(
ŷ ; δŷ
)
=D UU (ŷ ; δŷ)
+D
(∫
Γ
Ψ˜csc
(
gn(ŷ), gt(ŷ), gst
)
dΓ; δŷ
)
+D
(∫
Γ
Ψ˜ac
(
gn(ŷ), gt(ŷ), ga
)
dΓ; δŷ
)
= ∇yU(y) · δy +∇y′U ′(y′) · δy′
+
∫
Γ
[∇ŷgn(ŷ)]T
(∂Ψ˜csc
∂gn
+
∂Ψ˜ac
∂gn
) · δŷ dΓ+ ∫
Γ
[∇ŷgt(ŷ)]T (∂Ψ˜csc
∂gt
+
∂Ψ˜ac
∂gt
) · δŷ dΓ
= ∇ŷUU(ŷ) · δŷ +
∫
Γ
[∇ŷg(ŷ)]T (∂Ψ˜csc
∂g
+
∂Ψ˜ac
∂g
) · δŷ dΓ = 0
∀ δŷ =
[
δy
δy′
]
∈ Z i.e.
(
∀ δy ∈ V , ∀ δy′ ∈ V ′
)
⇐⇒ ∂Usys(ŷ) = 0
(3.74)
Analyse du contact avec frottement et adhe´sion • 93
Contact avec frottement pe´nalise´
Les potentiels – On rappelle que l’e´nergie libre exacte du contact avec frot-
tement s’e´crit, d’apre`s (3.46) :
Ψcsc (gn, gt, g
s
t ) = IR+(gn) + I{0}(gt − gst ) (3.75)
La version pe´nalise´e de ce potentiel s’e´crit quant a` elle :
Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t ) =
1
2
γcnD
2
R+(gn) +
1
2
γft D
2
{0}(gt − gst )
=
1
2
γcnD
2
R+(gn) +
1
2
γft (gt − gst )2 (3.76)
ou` γcn et γ
f
t sont des facteurs de pe´nalite´.
La dissipation du contact avec frottement reste exacte et s’e´crit, d’apre`s (3.47) :
Φsc(
◦
g
s
t ; p
c
n) = I
∗
C(pcn)(
◦
gst ) = −µpcn‖ ◦g
s
t‖ (3.77)
Analyse – On en de´duit la force normale de (3.76) :
pcn =
∂Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t )
∂gn
= γcnPR−(gn) (3.78)
On peut donc expliciter pcn sous la forme :
pcn =
{
0 si gn > 0 e´cart
γcngn si gn ≤ 0 contact
(3.79)
Et la force tangente de frottement se de´rive de (3.76) :
pft =
∂Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t )
∂gt
= γft (gt − gst ) (3.80)
On de´rive aussi les forces de glissement de (3.76) et (3.77), respectivement : p
s
t = −
∂Ψ˜csc (gn, gt, g
s
t )
∂gst
= γft (gt − gst )
pst ∈ ∂◦gstΦ
s
c(
◦
g
s
t ; p
c
n) = −µpcn ∂‖ ◦g
s
t‖
(3.81)
On note que pft = p
s
t et on en de´duit la relation suivante :
pft ∈ −µpcn ∂‖ ◦g
s
t‖ (3.82)
D’autre part, on peut de´composer gst en e´crivant g
s
t = g
s
t0 +
◦
g
s
tdt, on re´e´crit la
relation pre´ce´dente :
γft (gt − gst0 −
◦
g
s
tdt) ∈ −µpcn∂‖ ◦g
s
t‖ (3.83)
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qui s’e´crit aussi (Figure 3.26) :
γft (gt − gst0) ∈ −µpcn∂‖
◦
g
s
t‖+ γft ◦g
s
tdt (3.84)
µpcn
−µpcn
γft (gt − gst0)
γft dt
◦
g
s
t
Fig. 3.26 – Graphe de γft (gt − gst0) en fonction de
◦
g
s
t .
Il en re´sulte :
Si ‖γft (gt − gst0)‖ ≤ −µpcn ⇐⇒

◦
g
s
t = 0
pft = γ
f
t (gt − gst0)
(3.85)
Si ‖γft (gt − gst0)‖ > −µpcn ⇐⇒

◦
g
s
t =
1
dt
(
(gt − gst0) +
µpcn
γft
(gt − gst0)
‖(gt − gst0)‖
)
pft = −µpcn
(gt − gst0)
‖(gt − gst0)‖
(3.86)
Si on re´capitule, en se servant de (3.85) et de (3.86) :
pft =

γft (gt − gst0) si ‖γft (gt − gst0)‖ ≤ −µpcn adhe´rence
−µpcn
(gt − gst0)
‖(gt − gst0)‖
si ‖γft (gt − gst0)‖ > −µpcn glissement
(3.87)
on peut encore e´crire pft comme la projection d’une contrainte adhe´rente “d’essai”
γft (gt − gst0) sur le crite`re du frottement :
pft = PC(pcn)
(
γft (gt − gst0)
)
(3.88)
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Re´sume´ – Le proble`me de contact avec frottement se re´sume au syste`me sui-
vant (Figures 3.27 et3.28) : p
c
n = γ
c
nPR−(gn)
pft = PC(pcn)
(
γft (gt − gst0)
) (3.89)
Comple´te´ par une mise a` jour de gst : g
s
t = gt −
pft
γft
.
pcn
gn
γcn
contact
e´cart
Fig. 3.27 – Graphe du contact normal pe´nalise´.
Nous de´finissons grt = gt − gst0 l’e´cart tangent adhe´rent.
µpcn
−µpcn
pft
γft
gt
gt
grt g
s
t
adhe´rence
glissement
Fig. 3.28 – Graphe du frottement tangent pe´nalise´.
Adhe´sion pe´nalise´e
Les potentiels – L’e´nergie libre exacte d’adhe´sion s’e´crit, d’apre`s (3.46) :
Ψac(gn, gt, g
a) = IR−
(‖PR+n (g)‖ − ga) (3.90)
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La version pe´nalise´e de ce potentiel s’e´crit :
Ψ˜ac(gn, gt, g
a) =
1
2
γaD2R−
(√
PR+(gn)2 + ‖gt‖2 − ga
)
(3.91)
ou` γa est un facteur de pe´nalite´ (la raideur de la colle).
La dissipation de l’adhe´sion reste exacte et s’e´crit, d’apre`s (3.47) :
Φac (g˙
a; ga) = I∗[−∞,s(ga)](g˙
a) (3.92)
Analyse – On pose g˜ = PR+(gn)n+ gt = PR+n (g) pour abre´ger.
On de´rive l’intensite´ adhe´sive de (3.91) :
pa =
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂ga
= γaPR+
(‖PR+n (g)‖ − ga)
= γaPR+(‖g˜‖ − ga) (3.93)
On de´rive aussi la force adhe´sive de (3.91) :
pa =
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂g
=
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂gn
n+
∂Ψ˜ac (gn, gt, g
a)
∂gt
= γaPR+(‖g˜‖ − ga)PR+(gn)‖g˜‖ n+ γ
aPR+(‖g˜‖ − ga) gt‖g˜‖
= pann+ p
a
t = γ
aPR+
(‖g˜‖ − ga)d˜ = pad˜ (3.94)
avec d˜ =
g˜
‖g˜‖ .
D’autre part, on de´rive pa du potentiel de dissipation (3.92) :
pa ∈ ∂g˙aΦac (g˙a; ga) = ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) = s(ga) + ∂IR+(g˙a) (3.95)
Aussi on en de´duit le syste`me suivant :{
pa = γaPR+(‖g˜‖ − ga)
pa ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a)
(3.96)
On obtient alors la relation suivante :
γaPR+(‖g˜‖ − ga) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.97)
Ceci est la loi d’e´volution de la de´cohe´sion.
Comme pre´cedemment, on peut de´composer ga en e´crivant ga = ga0 + g˙
adt, on
re´e´crit la relation pre´ce´dente :
γaPR+(‖g˜‖ − ga0 − g˙adt) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.98)
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Si ‖g˜‖ ≤ ga0 , la re´solution du syste`me devient triviale et donne :
pa = 0 (3.99)
Si ‖g˜‖ > ga l’e´quation (3.97) prend la forme suivante :
γa(‖g˜‖ − ga0 − g˙adt) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.100)
qui s’e´crit aussi (Figure 3.29) :
γa(‖g˜‖ − ga0) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) + γag˙adt (3.101)
s(ga)
γa(‖g˜‖ − ga0)
γadt
g˙a
Fig. 3.29 – Graphe de γa(‖g˜‖ − ga0 ) en fonction de g˙a.
Il en re´sulte :
Si γa(‖g˜‖ − ga0) ≤ s(ga) ⇐⇒
{
g˙a = 0
pa = γa(‖g˜‖ − ga0)
(3.102)
Si γa(‖g˜‖ − ga0) > s(ga) ⇐⇒
 g˙a =
1
γadt
(γa(‖g˜‖ − ga0)− s(ga))
pa = s(ga)
(3.103)
Si on re´capitule en se servant de (3.102) et (3.103) :
pa =
{
γa(‖g˜‖ − ga0) si γa(‖g˜‖ − ga0) ≤ s(ga)
s(ga) si γa(‖g˜‖ − ga0) > s(ga)
(3.104)
En incluant le cas (3.99), le syste`me complet s’e´crit :
pa =

0 si γa(‖g˜‖ − ga0) ≤ 0 jeu
γa(‖g˜‖ − ga0) si 0 < γa(‖g˜‖ − ga0) ≤ s(ga) adhe´sion
s(ga) si γa(‖g˜‖ − ga0) > s(ga) de´cohe´sion
(3.105)
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Re´sume´ – Finalement, le proble`me d’adhe´sion se de´duit en se servant de (3.94),
et sachant que s(ga) ≥ 0 (Figure 3.30) :
pa = pad˜ = P[−∞,s(ga)]
(
γaPR+(‖g˜‖ − ga0)
)
d˜ (3.106)
Comple´te´ par une mise a` jour de ga : ga = ‖g˜‖ − p
a
γa
.
g
pa
gM
pM
s(ga)
γa
adhe´sion
de´cohe´sion
jeu
Fig. 3.30 – Loi d’adhe´sion en tension (gn > 0, pn > 0). Pour obtenir le cas en pression
(gn ≤ 0, pn ≤ 0), il suffit de remplacer g par gt sur ce meˆme graphe.
Proble`me couple´ pe´nalise´
La formulation forte de l’e´quilibre des forces dans le cas du contact avec frotte-
ment et adhe´sion devient :
DivP(x) + κ(x) = 0 , x ∈ Ω
P(x) =
∂Ψ
∂F
(x)
y(x) = y¯(x) , x ∈ Γy
P(x) ·m(x) = p¯(x) , x ∈ Γσ
(3.107)

DivP′(x′) + κ′(x′) = 0 , x ∈ Ω′
P′(x′) =
∂Ψ′
∂F′
(x′)
y′(x′) = y¯′(x′) , x′ ∈ Γ′y
P′(x′) ·m′(x′) = p¯′(x′) , x′ ∈ Γ′σ
(3.108)
{
p[x,m(x)] + p′[x⊥,m′(x⊥)] = 0
y(x) ∧ p[x,m(x)] + y′(x⊥) ∧ p′[x⊥,m′(x⊥)] = 0
x ∈ Γ (3.109)
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
pn(x) = pcn(x) + p
a
n(x)
= γcnPR−(gn(x))
+P[−∞,s(ga)]
(
γaPR+ [‖g˜(x)‖ − ga0(x)]
)PR+(gn(x))
‖g˜(x)‖
pt(x) = p
f
t (x) + p
a
t (x)
= PC(gn)
(
γft (gt(x)− gst0(x))
)
+P[−∞,s(ga)]
(
γaPR+ [‖g˜(x)‖ − ga0(x)]
) gt(x)
‖g˜(x)‖
, x ∈ Γ
(3.110)
La force de contact p du couplage des forces de contact avec frottement et
adhe´sion re´sulte de la somme des forces de contact de chaque phe´nome`ne
conside´re´ se´pare´ment :
p = pcn n+ p
f
t + p
a
= pn n+ pt
= (pcn + p
a
n)n+ p
f
t + p
a
t
Remarque 3.3.1 La me´thode de la pe´nalite´ trouve une justification sur le plan
physique, dans le cas du contact avec frottement par le fait que l’interface
des deux corps est constitue´e de nombreuses aspe´rite´s pouvant s’interpe´ne´trer
et se de´former e´lastiquement. Concernant l’adhe´sion, la pe´nalisation consiste a`
conside´rer des filaments de rigidite´ finie.
Remarque 3.3.2 Dans un proble`me de me´canique des contacts et plus
ge´ne´ralement des solides, la pe´nalisation s’applique aux termes des potentiels
contenant des variables observables. Ceci est ve´rifie´ par la formulation du
proble`me de minimisation, dont les termes contenant uniquement des variables
internes s’annulent par la diffe´rentiation car ces variables sont inde´pendantes des
termes minimisants y et y′. Dans notre formulation, les termes dissipatifs n’e´tant
de´pendants que des variables internes, la pe´nalisation du proble`me consiste a`
pe´naliser uniquement les termes de l’e´nergie libre.
3.3.2 Re´solution par la me´thode du Lagrangien
augmente´
La me´thode du Lagrangien Augmente´
Principe – Plusieurs me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es pour la re´solution des
proble`mes de minimisation sous contraintes. Notamment, la me´thode de la
pe´nalite´, la me´thode du Lagrangien standard et la me´thode du Lagrangien aug-
mente´. L’obtention d’un proble`me dote´ d’une solution exacte, bien conditionne´
et de´contraint sont les points forts qui assurent la supe´riorite´ de la me´thode du
Lagrangien augmente´ par rapport aux autres me´thodes.
100 • Contact avec frottement et adhe´sion
La technique du Lagrangien augmente´ fut d’abord introduite par Hestenes
[55] et Powell [104] pour la re´solution de proble`mes de minimisation avec des
contraintes e´galite´. Ensuite, Wierzbicki [125], Rockafellar [110] et Fortin [36]
l’ont adapte´e aux proble`mes de minimisation convexe sous contraintes d’ine´galite´
comme pour les proble`mes de contact simple. Ensuite, Alart-Curnier [1], [2] ont
e´tendu cette technique aux proble`mes de minimisation non-syme´triques de quasi-
fonctionnelles particulie`res pour le cas du contact avec frottement. Le re´sume´ qui
suit sur la me´thode du Lagrangien augmente´ est largement inspire´ de [100], [101]
et [54].
De nombreux proble`mes courants peuvent se re´sumer par la minimisation de la
somme de deux fonctionnelles :
inf
v∈H
F (v) = inf
v∈H
(
f(v) + Ψ(g(v))
)
(3.111)
avec H un espace de Hilbert ; f , Ψ : H −→ R¯ = R ∪ {+∞} sont des fonction-
nelles convexes, propres, semi-continues infe´rieurement1 et f est (au moins) C1.
Dans la de´composition additive ci-dessus F (v) = f(v) + Ψ(g(v)), la fonction Ψ
exprime normalement les contraintes impose´es sur v ou f . La fonction g est telle
que la convexite´ de Ψ(v)≡Ψ ◦ g(v) est preserve´e.
Un cas particulier de la formulation est la minimisation sous contraintes suivante :
inf
v∈C
f(v) ≡ inf
v∈H
F (v)
F (v) = f(v) + IC(v)
, IC(v) =
{
0 si v ∈ C
+∞ si v /∈ C
avec C un sous-ensemble convexe ferme´ non vide de H et IC la fonction indicatrice
de C .
Une manie`re de re´soudre le proble`me de minimisation (3.111) est de le transfor-
mer en un proble`me de point-selle (min-max), qui consiste a` rechercher la paire
(u¯, λ¯) telle que :
l(u¯,λ) " l(u¯, λ¯) " l(u, λ¯) , ∀u ∈ H ∀λ ∈ Y ∗ (3.112)
avec : Y , Y ∗ – un autre espace de Hilbert et son dual Y = Y ∗,
λ – une variable duale, appele´e multiplicateur de Lagrange,
l(u,λ) = − sup
p∈Y
(
(λ, p)− F˜ (u, p)
)
= inf
p∈Y
(
F˜ (u, p)− (λ, p)
)
(3.113)
– la fonctionelle Lagrangienne (le Lagrangien) de F ,
F˜ (u, p) = f(u) +Ψ(g(u) + p) – la fonctionnelle perturbe´e de F .
Re´soudre le proble`me (min-max) associe´ au point-selle de la fonctionnelle
l(u,λ) devient proble´matique lorsque Ψ est une fonction non-diffe´rentiable, ne
permettant pas ainsi d’utiliser les me´thodes du gradient. Une me´thode efficace
1Se re´fe´rer a` l’annexe A
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pour surmonter cet obstacle est la technique dite du Lagrangien augmente´. L’ide´e
principale est de remplacer l(u,λ) par une fonctionelle re´gularise´e ade´quate
L(u,λ), appele´e le Lagrangien augmente´, qui conserve les proprie´te´s essentielles
de l(u,λ) et pouvant eˆtre re´solu par des me´thodes standard. La fonctionnelle du
Lagrangien augmente´ est e´tablie pour deux cas selon la fonctionnelle Ψ :
1) Ψ(g) = IC(g) – l’indicatrice d’un ensemble convexe ferme´ C,
2) Ψ(g) = I∗C(g) – la fonction support d’un ensemble convexe ferme´ C.
Premie`re version – Le premier cas repre´sente la minimisation de la fonction-
nelle f avec une contrainte (d’ensemble) impose´e sur la variable primale g(u)∈K
(K=R+≡{x | x!0} pour une contrainte ine´galite´ standard g(u)!0 ) :
inf
u∈K
f(u) = inf
u
(
f(u) + IK(g(u))
)
(3.114)
La fonctionnelle du Lagrangien augmente´ prend la forme suivante :
L(u,λ) = f(u)− 1
2 r
|λ|2 + 1
2 r
D2K
(
λ+ r g(u)
)
(3.115)
avec : D2K(x) = inf
y∈K
{|x− y|2}
– le carre´ de la distance entre le point x et l’ensemble convexe K ,
r – un parame`tre de re´gularisation a` valeur finie.
Seconde version – Pour le second cas :
inf
u
F (u) = inf
u
(
f(u) + I∗C(g(u))
)
, (3.116)
une minimisation avec une contrainte sur un ensemble λ ∈ C impose´e sur la
variable duale, a pour Lagrangien augmente´ :
L(u,λ) = f(u) + (λ, g(u))+ r
2
|g(u)|2 − 1
2 r
D2C
(
λ+ r g(u)
)
(3.117)
Chacune des fonctionnelles point-selle (3.115), (3.117), sous certaines hypothe`ses
sur la re´gularite´ de f et g , sont C1.
Une condition ne´cessaire pour que la paire (u,λ) soit un point-selle de L(u,λ)
est :
DL((u,λ) ; (δu, δλ)) = 0 , ∀ δu , ∀ δλ
⇐⇒
{
∇uL(u,λ) = 0
∇λL(u,λ) = 0
(3.118)
avec DL((u,λ) ; (δu, δλ)) la de´rive´e directionnelle de L au point (u,λ) dans la
direction (δu, δλ) .
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Application – La me´thode du Lagrangien augmente´ consiste a` remplac¸er le
potentiel Ψc par la fonctionnelle du Lagrangien augmente´ 2c dans le proble`me de
minimisation du syste`me complet. Ce faisant, on relaxe ce dernier en introduisant
les multiplicateurs de Lagrange λ = [λ1, · · · ,λk, · · · ,λi] (avec i le nombre de
multiplicateurs de Lagrange introduits) pour finalement re´e´crire le proble`me sous
la forme d’un proble`me de point-selle (min-max) :
L(ŷ,λ) = Ûsys(ŷ) = min
ẑ
max
λ
[UU(ẑ) + Ûc(ẑ,λ)]
= min
ẑ
max
λ
[UU(ẑ) + ∫
Γ
2c(z, z
′,λ) dΓ
]
(3.119)
Nous nous servons maintenant de la de´composition (3.56) pour introduire dans
notre proble`me de point-selle les trois fonctionnelles correspondant au contact,
au frottement et a` l’adhe´sion, respectivement :
L(ŷ,λ) =min
ẑ
max
λ
[UU(ẑ) + ∫
Γ
(
2cc(z, z
′,λcn) + 2
s
c(z, z
′,λft ) + 2
a
c(z, z
′,λa)
)
dΓ
]
(3.120)
avec les trois multiplicateurs de Lagrange λ = [λcf ,λa]. Nous regroupons les
multiplicateurs pour le contact et le frottement dans λcf = λcn n + λ
f
t . Les lois
constitutives et d’e´tat (3.62) a` (3.64) prennent la forme :
pn =
∂2c(gn, gt, gst , g
a,λ)
∂gn
=
∂2cc(gn,λ
c
n)
∂gn
+
∂2ac (gn, gt, g
a,λa)
∂gn
= pcn + p
a
n
pt =
∂2c(gn, gt, gst , g
a,λ)
∂gt
=
∂2sc(gn, gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂gt
+
∂2ac (gn, gt, g
a,λa)
∂gt
= pft + p
a
t
(3.121)

pst = −
∂2c(gn, gt, gst , g
a,λ)
∂gst
= −∂2
s
c(gn, gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂gst
pst ∈ ∂◦gstΦc(g˙
a,
◦
g
s
t ; g
a, pcn) = ∂◦g
s
t
Φsc(
◦
g
s
t ; p
c
n)
(3.122)

pa = −∂2c(gn, gt, g
s
t , g
a,λ)
∂ga
= −∂2
a
c (gn, gt, g
a,λa)
∂ga
pa ∈ ∂g˙aΦc( ◦g
s
t , g˙
a; ga, pcn) = ∂g˙aΦ
a
c (g˙
a; ga)
(3.123)
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La condition ne´cessaire de point-selle s’e´crit par rapport a` la de´rive´e direction-
nelle de L(ŷ,λ) :
DL((y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)) = (DU(y ; δy) + DU ′(y′ ; δy′))
+DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
= 0 ,
∀ δy
∀ δy′ ∀ δλ =
[
δλcf
δλa
]
(3.124)
avec :
DU(y ; δy) = ∇yU(y) · δy
DU ′(y′ ; δy′) = ∇y′U ′(y′) · δy′
DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
= ∇yÛc(y,y′,λ) · δy +∇y′Ûc(y,y′,λ) · δy′
+∇λcf Ûc(y,y′,λ) · δλcf +∇λaÛc(y,y′,λ) δλa
Les deux premiers termes de (3.124) sont les principes des travaux virtuels pour
le contacteur Ω et la cible Ω′. Le troisie`me terme DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
repre´sente le principe des travaux virtuels augmente´ de´veloppe´ par les forces de
contact, frottement et adhe´sion a` l’interface.
En introduisant les fonctionnelles des Lagrangiens augmente´s dans (3.124),
d’apre`s :
Ûc(y,y′,λ) =
∫
Γ
2c(z, z
′,λ) dΓ ,
il vient :
DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
=
=
∫
Γ
∇ŷ2cc
(
y,y′,λcn
) · δŷ dΓ+ ∫
Γ
∇ŷ2sc
(
y,y′,λft
) · δŷ dΓ
+
∫
Γ
∇ŷ2ac
(
y,y′,λa
) · δŷ dΓ+ ∫
Γ
∇λcf 2cc
(
y,y′,λft
) · δλcf dΓ
+
∫
Γ
∇λcf 2sc
(
y,y′,λft
) · δλcf dΓ+ ∫
Γ
∇λa2ac
(
y,y′,λa
)
δλa dΓ
avec :
ŷ =
[
y
y′
]
, δŷ =
[
δy
δy′
]
,
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Sachant que 2cc(y,y
′,λcn) ≡ 2cc(ŷ,λcn), 2sc(y,y′,λft ) ≡ 2cc(ŷ,λft ), et 2ac (y,y′,λa) ≡
2ac (ŷ,λ
a), on de´fini les de´rive´es par rapport aux variables (ŷ, λ) :
∇ŷ2c =
[∇y2c
∇y′2c
]
, ∇λ2cc =
[∇λcf 2cc
0
]
, ∇λ2sc =
[∇λcf 2sc
0
]
, ∇λ2ac =
[
0
∇λa2ac
]
Finalement, le choix de δŷ et δλcf , δλa e´tant arbitraire, la condition ne´cessaire
de point-selle peut se subdiviser en un principe augmente´ des travaux virtuels de
contact et en e´quations variationnelles des multiplicateurs de Lagrange :
DL((y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)) = (∇yU(y) · δy +∇y′U ′(y′) · δy′)
+
∫
Γ

δy
δy′
δλcf
δλa

T

∇y2cc
(
y,y′,λcn
)
+∇y2sc
(
y,y′,λft
)
+∇y2ac
(
y,y′,λa
)
∇y′2cc
(
y,y′,λcn
)
+∇y′2sc
(
y,y′,λft
)
+∇y′2ac
(
y,y′,λa
)
∇λcf 2cc
(
y,y′,λcn
)
+∇λcf 2sc
(
y,y′,λft
)
∇λa2ac
(
y,y′,λa
)
 dΓ
= ∇ŷUU (ŷ) · δŷ +
∫
Γ
[
δŷ
δλ
]T ∇ŷ2cc(ŷ,λ)+∇ŷ2sc(ŷ,λ)+∇ŷ2ac(ŷ,λ)
∇λ2cc
(
ŷ,λ
)
+∇λ2sc
(
ŷ,λ
)
+∇λ2ac
(
ŷ,λ
)
 dΓ
= ∇ŷUU (ŷ) · δŷ
+
∫
Γ
 δŷδλcf
δλa
T

[
∇ŷg(ŷ)
]T (∂2cc(g(ŷ),λ)
∂g
+
∂2sc(g(ŷ),λ)
∂g
+
∂2ac (g(ŷ),λ)
∂g
)
∂2cc(y,y
′,λcn)
∂λcf
+
∂2sc(y,y
′,λft )
∂λcf
∂2ac (y,y
′,λa)
∂λa

dΓ
= 0 (3.125)
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⇐⇒
∫
Ω
∇(δy(x)) :P(x) dΩ+
∫
Ω′
∇(δy′(x′)) : P′(x′) dΩ′
−
∫
Ω
δy(x) ·b(x) dΩ
∫
Ω′
δy′(x′) ·b′(x′) dΩ′
−
∫
Γσ
δy(x) · p¯(x) dΓ−
∫
Γ′σ
δy′(x′) · p¯′(x′) dΓ′
+
∫
Γ
δy(x) ·
[
∇y2cc
(
y(x),y′(x′),λcn(x)
)
+∇y2sc
(
y(x),y′(x′),λft (x)
)
+∇y2ac
(
y(x),y′(x′),λa(x)
)]
dΓ
+
∫
Γ
δy′(x′) ·
[
∇y′2cc
(
y(x),y′(x′),λcn(x)
)
+∇y′2sc
(
y(x),y′(x′),λft (x)
)
+∇y′2ac
(
y(x),y′(x′),λa(x)
)]
dΓ=0
∀ δy(x) ∈ V , ∀ δy′(x′) ∈ V ′
(3.126)

∫
Γ
δλcn(x)∇λcn2cc
(
y(x),y′(x′),λcn(x)
)
dΓ = 0 , ∀ δλcn(x)∫
Γ
δλft (x) ·∇λft 2
s
c
(
y(x),y′(x′),λft (x)
)
dΓ = 0 , ∀ δλft (x)∫
Γ
δλa(x)∇λa2ac
(
y(x),y′(x′),λa(x)
)
dΓ = 0 , ∀ δλa(x)
Contact avec frottement en Lagrangien Augmente´
L’e´nergie libre du contact s’e´crit, d’apre`s (3.46)
Ψcc(gn) = IR+(gn) (3.127)
La premie`re version nous donne le Lagrangien augmente´ :
2cc(gn,λ
c
n) = −
1
2r
|λcn|2 +
1
2r
D2R+
(
λcn + rgn
)
, λˆcn = λ
c
n + rgn (3.128)
qui peut aussi s’expliciter :
2cc(gn(ŷ),λ
c
n) =

(
λcn +
r
2
gn(ŷ))gn(ŷ) si λˆcn ≤ 0
− 1
2r
|λcn|2 si λˆcn > 0
(3.129)
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On calcule ensuite les de´rive´es :
∂2cc(gn,λ
c
n)
∂g
= [∇ggn]T ∂2
c
c(gn,λ
c
n)
∂gn
=
{
λˆcn n si λˆ
c
n ≤ 0 contact
0 si λˆcn > 0 e´cart
(3.130)
∂2cc(gn,λ
c
n)
∂λcn
=

gn n si λˆcn ≤ 0 contact
−1
r
λcn n si λˆ
c
n > 0 e´cart
(3.131)
On constate que le multiplicateur augmente´ du contact normal est une pression
normale, et d’apre`s les lois constitutives, on a pcn = λˆ
c
n.
Partant de l’e´nergie libre du terme de frottement :
Ψsc(gt, g
s
t ) = I{0}(gt − gst ) , (3.132)
la formulation du Lagrangien augmente´ s’e´crit :
2sc(gt, g
s
t ,λ
f
t ) = −
1
2r
‖λft ‖
2
+
1
2r
D2{0}(λ
f
t + r(gt − gst )) (3.133)
avec λˆ
f
t = λ
f
t + r(gt − gst ) le multiplicateur augmente´ e´quivalent.
L’e´quation (3.133) peut aussi se re´e´crire :
2sc(gt(ŷ), g
s
t ,λ
f
t ) = −
1
2r
‖λft ‖
2
+
1
2r
‖λft + r(gt(ŷ)− gst )‖
2
(3.134)
On calcule les de´rive´es :
∂2sc(gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂g
= [∇ggt]T ∂2
s
t (gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂gt
= λˆ
f
t
(3.135)
∂2sc(gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂λcf
= gt − gst (3.136)
Les lois constitutives nous permettent de constater que :
pst = λˆ
f
t = λ
f
t + r(gt − gst )
pst ∈ ∂◦gstΦ
s
c(
◦
g
s
t ; λˆ
c
n) = −µpi∂‖ ◦g
s
t‖
(3.137)
avec pi = PR−(λˆcn) qui traduit le fait que le rayon du disque C(pcn) est nul (pi = 0)
pour des pressions de contact (augmente´es) positives (qui traduisent un e´tat
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d’e´cart).
On de´duit donc la relation suivante :
λˆ
f
t ∈ −µpi∂‖ ◦g
s
t‖ (3.138)
D’autre part, on peut de´composer gst en e´crivant g
s
t = g
s
t0 +
◦
g
s
tdt, on re´e´crit la
relation pre´ce´dente :
λft + r(gt − gst0 +
◦
g
s
tdt) ∈ −µpi∂‖ ◦g
s
t‖ (3.139)
qui s’e´crit aussi (Figure 3.31) :
λft + r(gt − gst0) ∈ −µPR−(λˆcn)∂‖
◦
g
s
t‖+ r ◦g
s
tdt (3.140)
µpi
−µpi
λft + r(gt − gst0)
rdt
◦
g
s
t
Fig. 3.31 – Graphe de λft + r(gt − gst0) en fonction de
◦
g
s
t .
Il en re´sulte :
Si ‖λˆft0‖ ≤ −µpi ⇐⇒

◦
g
s
t = 0
λˆ
f
t = λ
f
t + r(gt − gst0)
(3.141)
Si ‖λˆft0‖ > −µpi ⇐⇒

◦
g
s
t =
1
dt
(1
r
λft + (gt − gst0) +
µpi
r
λft + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
)
λˆ
f
t = −µpi
λft + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
(3.142)
avec λˆ
f
t0 = λ
f
t + r(gt − gst0).
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Si on re´capitule en se servant de (3.141) et (3.142) :
λˆ
f
t =

λft + r(gt − gst0) si ‖λˆ
f
t0‖ ≤ −µpi
−µpi λ
f
t + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
si ‖λˆft0‖ > −µpi
(3.143)
ou encore :
λˆ
f
t = PC(pi)
(
λft + r(gt − gst0)
)
(3.144)
En remplacant dans (3.133) et (3.134), on en de´duit donc finalement les de´rive´es :
∂2sc(gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂g
=
=


λft + r(gt − gst0) si ‖λˆ
f
t0‖ ≤ −µpi adhe´rence
−µpi λ
f
t + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
si ‖λˆft0‖ > −µpi glissement
 λˆ
c
n ≤ 0
contact
0 ∀λˆft λˆcn > 0 e´cart
(3.145)
∂2sc(gt, g
s
t ,λ
f
t )
∂λcf
=
=


gt − gst0 si ‖λˆ
f
t0‖ ≤ −µpi adhe´rence
−1
r
(
λft + µpi
λft + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
)
si ‖λˆft0‖ > −µpi glissement
 λˆ
c
n ≤ 0
contact
−1
r
λft ∀λˆ
f
t λˆ
c
n > 0 e´cart
(3.146)
Remarque 3.3.3 On constate que cette formulation du Lagrangien augmente´
base´e sur les potentiels de contact avec frottement faisant appel a` une va-
riable interne est en pratique e´quivalente a` l’approche par variables strictement
cine´matiques (voir sections 2.3.4 et 2.3.5) telle que de´veloppe´e par Pietrzak [100].
La technique du Lagrangien augmente´ est donc applicable a` des proble`mes avec
des variables internes.
Analyse du contact avec frottement et adhe´sion • 109
Adhe´sion en Lagrangien Augmente´
L’e´nergie libre d’adhe´sion s’e´crit, d’apre`s (3.46) :
Ψc(gn, gt, g
a) = IR−
(‖PR+n (g)‖ − ga) = IR−(‖g˜‖ − ga) (3.147)
On en de´duit le Lagrangien correspondant :
2ac(g˜,λ
a) = − 1
2r
|λa|2 + 1
2r
D2R−
(
λa + r(‖g˜‖ − ga)) , λˆa = λa + r(‖g˜‖ − ga)
(3.148)
qui peut aussi s’e´crire :
2ac (g˜(ŷ),λ
a) =
 −
1
2r
|λa|2 si λˆa ≤ 0
λa +
r
2
(‖g˜(ŷ)‖ − ga)2 si λˆa > 0
(3.149)
Nous calculons les de´rive´es :
∂2ac (g,λ
a)
∂g
=
{
0 si λˆa ≤ 0
λˆa d˜ si λˆa > 0
(3.150)
∂2ac (g,λ
a)
∂λa
=
 −
1
r
λa si λˆa ≤ 0
‖g˜‖ − ga si λˆa > 0
(3.151)
D’apre`s les lois constitutives, on constate que :{
pa = λˆa = λa + r(‖g˜‖ − ga)
pa ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a)
(3.152)
On en de´duit donc que :
λˆa ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.153)
D’autre part, on peut de´composer ga en e´crivant ga = ga0 + g˙
adt, on re´e´crit la
relation pre´ce´dente :
λa + r(‖g˜‖ − ga0 − g˙adt) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) (3.154)
qui s’e´crit aussi (Figure 3.32) :
λa + r(‖g˜‖ − ga0) ∈ ∂I∗[−∞,s(ga)](g˙a) + rg˙adt (3.155)
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s(ga)
λa + r(‖g˜‖ − ga0)
rdt
g˙a
Fig. 3.32 – Graphe de λa + r(‖g˜‖ − ga0 ) en fonction de g˙a.
Il en re´sulte, en posant λˆa0 = λ
a
0 + r(‖g˜‖ − ga0) :
Si λˆa0 ≤ s(ga) ⇐⇒
{
g˙a = 0
λˆa0 = λ
a + r(‖g˜‖ − ga0)
(3.156)
Si λˆa0 > s(g
a) ⇐⇒
 g˙a =
1
rdt
(λa + r(‖g˜‖ − ga0)− s(ga))
λˆa = s(ga)
(3.157)
On re´capitule, en se servant de (3.156) et (3.157) :
λˆa =
{
λa + r(‖g˜‖ − ga0) si λˆa0 ≤ s(ga)
s(ga) si λˆa0 > s(g
a)
(3.158)
ou encore :
λˆa = P[−∞,s(ga)]
(
λa + r(‖g˜‖ − ga0)
)
(3.159)
En introduisant ce re´sultat dans (3.150) et (3.151), on obtient finalement les
de´rive´es :
∂2ac (g,λ
a)
∂g
=


0 si λˆa ≤ 0 jeu
λˆa d si 0 < λˆa ≤ s(ga) adhe´sion
s(ga)d si λˆa > s(ga) de´cohe´sion

λˆcn > 0
e´cart

0 si λˆa ≤ 0 jeu
λˆa ta si 0 < λˆa ≤ s(ga) adhe´sion
s(ga) ta si λˆa > s(ga) de´cohe´sion

λˆcn ≤ 0
contact
(3.160)
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∂2ac (g,λ
a)
∂λa
=


−1
r
λa si λˆa ≤ 0 jeu
‖g‖ − ga si 0 < λˆa ≤ s(ga) adhe´sion
−1
r
(λa − s(ga)) si λˆa > s(ga) de´cohe´sion

λˆcn > 0
e´cart

−1
r
λa si λˆa ≤ 0 jeu
‖gt‖ − ga si 0 < λˆa ≤ s(ga) adhe´sion
−1
r
(λa − s(ga)) si λˆa > s(ga) de´cohe´sion

λˆcn ≤ 0
contact
(3.161)
avec d =
g
‖g‖ et ta =
gt
‖gt‖ .
Commentaire 3.3.1 En Lagrangien augmente´, il n’est pas impe´ratif d’intro-
duire dans la formulation la variable g˜. On peut se contenter d’utiliser g, comme
la technique re´soud le proble`me de manie`re exacte et la solution n’admet pas
de pe´ne´tration gn < 0 entre les deux corps. Cependant, nous conserverons tou-
tefois g˜ en raison des ite´rations du traitement nume´rique, traitement que nous
abordons au chapitre qui suit.
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Chapitre 4
Traitement nume´rique
4.1 Introduction
Pour peu que les corps Ω et Ω′ aient des formes un peu complique´es et que
les lois de comportement des mate´riaux constitutifs soient non line´aires, la re-
cherche d’une solution analytique de proble`mes de me´canique des solides avec
contact devient fastidieuse, voire impossible. Il faut en conse´quence faire appel
a` des techniques nume´riques pour obtenir une solution approche´e au proble`me,
techniques que nous exposerons dans ce chapitre.
Ce chapitre se divise en trois parties. Dans la premie`re, il s’agit d’exposer tout
d’abord les me´thodes nume´riques en me´canique des solides. Sans nous y attarder,
le sujet ayant e´te´ largement traite´ dans la litte´rature (voir Oden [97], Hughes [63],
Zienkiewicz–Taylor [135] [136], Curnier [22], Gmu¨r [49]), notre expose´ se situera
dans le cadre du code d’e´le´ments finis TACT [21] de´veloppe´ par Curnier. Dans
la seconde partie, nous de´crirons les me´thodes nume´riques en me´canique des
contacts, notamment sa discre´tisation et sa line´arisation, en nous concentrant
sur l’e´le´ment de contact avec frottement et adhe´sion. Pour finir, la troisie`me
partie exposera des re´sultats de simulations nume´riques simples qui valident la
solution nume´rique et la convergence de la me´thode de re´solution.
4.2 Me´thodes nume´riques en me´canique des
solides
D’une manie`re ge´ne´rale, la re´solution d’un proble`me aux valeurs aux limites et
initiales en me´canique des milieux continus ne´cessite l’inte´gration d’un ensemble
d’e´quations diffe´rentielles partielles non line´aires. Pour de tels proble`mes, les
solutions analytiques restent exceptionnelles, et si elles existent, ces dernie`res
sont limite´es par la ge´ome´trie qui reste simple et la loi constitutive des corps
qui est la plupart du temps une loi line´aire e´lastique. L’utilisation de techniques
nume´riques devient en conse´quence indispensable pour tous les autres cas.
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La re´solution nume´rique comple`te d’un proble`me de thermome´canique des solides
ne´cessite les me´thodes suivantes ([22]) :
– discre´tisation spatiale du corps par la Me´thode des Ele´ments Finis (MEF)
– re´solution des non-line´arite´s (ge´ome´trique et mate´rielle) par la Me´thode des
Ite´rations Line´aires (MIL)
– discre´tisation temporelle par la Me´thode des Diffe´rences Finies (MDF)
La combinaison de ces trois me´thodes permet de transformer le syste`me
d’e´quations diffe´rentielles partielles non line´aires du proble`me en un syste`me
d’e´quations alge´briques pouvant eˆtre re´solu nume´riquement.
4.2.1 Discre´tisation spatiale et me´thode des e´le´ments finis
La me´thode des e´le´ments finis consiste en une discre´tisation spatiale du corps en
e´le´ments ge´ome´triques simples connecte´s par un nombre fini de nœuds. Supposant
une solution de type polynoˆmiale par morceaux dans chaque e´le´ment, la me´thode
permet de trouver une solution discre`te aux nœuds, approximant les mouvements
dans l’espace du corps.
La me´thode de Galerkine
Poursuivant sur le principe des travaux virtuels (2.24), l’ide´e fondamentale de
la me´thode de Galerkine consiste a` y substituer des valeurs approche´es du
de´placement virtuel w(x, t) et du mouvement re´el y(x, t) sous la forme de
de´veloppements en se´rie finie de la forme :
w(x, t) ≈ wh(x, t) =
N∑
i=1
bi(x)wi(t) (4.1)
y(x, t) ≈ yh(x, t) =
N∑
i=1
bi(x)yi(t) (4.2)
avec :
wh(x, t),yh(x, t) sont les solutions approche´es des mouvements
virtuels exacts w(x, t) et re´els exacts y(x, t), respectivement, en
fonction de la variable spatiale x ,
(w1(t),w2(t), . . . ,wm(t)) , (y1(t),y2(t), . . . ,ym(t)) sont les co-
efficients de l’approximation de Galerkine, les solutions discre`tes,
qui en me´canique des solides et pour la me´thode des e´le´ments
finis se re´ve`lent eˆtre des de´placements nodaux,
(b1(x), b2(x), . . . , bm(x)) sont les fonctions de base, fonctions de la
variable x .
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Souvent, les coefficients yi et les fonctions de base bi sont empile´es dans un vecteur
y et une matrice B(x), respectivement appele´s vecteur des de´placements nodaux
et matrice des fonctions de base. L’approximation de Galerkine s’e´crit alors :
wh(x, t) = B(x) (t) avec (t) = [w1(t) w2(t) . . . wm(t)]
T (4.3)
yh(x, t) = B(x) (t) avec (t) = [y1(t) y2(t) . . . ym(t)]
T (4.4)
(t) et (t) constituent alors le de´placement virtuel discret et le mouvement
discret, respectivement.
La vitesse et l’acce´le´ration sont approche´es par :
y˙h(x, t) = B(x) ˙ (t) (4.5)
y¨h(x, t) = B(x)¨(t) (4.6)
Le gradient du de´placement est lui approche´ par :
Fh(x, t) ≡ ∇xyh(x, t) = y′h(x, t) = B′(x) (t) (4.7)
avec :
B′(x) ≡ ∇xB(x) = dB(x)
dx
qui de´note les de´rive´es dans l’espace des fonctions de base. Le gradient du
de´placement virtuel δFh = δy′h = w
′
h reveˆt une expression similaire.
En substituant les solutions approche´es wh et yh dans le principe des travaux
virtuels, on obtient la forme faible discre`te de l’e´quilibre du corps qui comporte
une somme d’inte´grales repre´sentant le travail de forces ge´ne´ralise´es :
· ( , ˙ , ¨) = T [ (¨) + ( , ˙ ) + + ] = 0 , ∀ (4.8)
avec :
(¨) =
∫
Ω
BTρB¨ dV repre´sente la force d’inertie discre`te,
( , ˙ ) =
∫
Ω
B′TP[B′ ,B′ ˙ ] dV la force discre`te de de´formation,
=
∫
Ω
BTκ dV la force discre`te de volume,
=
∫
Γσ
BT p¯ dA la force discre`te de surface.
Compte tenu du caracte`re arbitraire ∀ , l’e´quilibre des travaux (4.8) est
e´quivalent a` celui de la re´sultante des forces discre`tes ( , ˙ , ¨) :
( , ˙ , ¨) ≡ (¨) + ( , ˙ )− − = 0 (4.9)
Cette e´quation est appele´e e´quation semi-discre`te de la dynamique des structures
non line´aires.
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Ele´ment fini solide isoparame´trique
Les fonctions de base de la me´thode de Galerkine, de´finies sur l’ensemble du
solide, doivent se preˆter a` la prescription des conditions aux limites. Le choix de
ces fonctions reste cependant ouvert et influence la pre´cision de la solution. Un
choix possible est celui des fonctions propres lorsque le proble`me est line´aire et
qu’elles sont connues. Autrement, si nous effectuons une discre´tisation de notre
solide en e´le´ments finis de´limite´s par des nœuds, on peut choisir des fonctions de
base particulie`res qui sont des polynoˆmes de degre´ k par morceaux qui prennent
la valeur 1 au nœud auquel ils sont attache´s et la valeur 0 a` tous les autres nœuds.
Le corps Ω est donc subdivise´ en e´le´ments simples Ωe, e=1, . . . ,NELE appele´s
e´le´ments finis connecte´s entre eux par un nombre fini de nœuds.
Ω ≈ Ωh =
NELE⋃
e=1
Ωe
L’ensemble des e´le´ments et des nœuds constitue le maillage. Ce de´coupage du
corps sugge`re une proce´dure syste´matique pour e´valuer le travail virtuel, e´le´ment
par e´le´ment.
Dans notre e´tude, nous choisirons pour discre´tiser nos corps des hexae`dres tri-
dimensionnels dits isoparame´triques (Figure 4.1), raison pour laquelle ce type
d’e´le´ment servira de mode`le dans ce qui suit.
ξ1
ξ2
ξ3
11
2
2
3
3
4
4
5
5
66 7
7
8
8
x1
x2
x3
Ωe
[−1 ,+1]3
x(ξ)
Fig. 4.1 – Ele´ment isoparame´trique solide tridimensionnel.
L’ide´e de base des e´le´ments dits isoparame´triques consiste a` utiliser les meˆmes
fonctions de base pour interpoler la ge´ome´trie (forme originelle Ω) et les champs
de de´formation (forme actuelle Ωt). A chaque hexae`dre Ωe on associe un hexae`dre
cube unite´ “type” :
ξ = (ξ1 , ξ2 , ξ3) ∈ [−1,+1]3 = [−1,+1]× [−1,+1]× [−1,+1] ⊂ R3
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qui sert a` parame´triser les positions et les de´placements de l’e´le´ment re´el. La
transformation du cube en hexae`dre s’effectue a` l’aide des fonctions de forme
naturelles :
ba(ξ) : [−1,+1]3 −→ [0, 1] ∈ R , a = 1, . . . , 8
b1=
1
8 (1− ξ1)(1− ξ2)(1− ξ3) b5= 18 (1− ξ1)(1− ξ2)(1 + ξ3)
b2=
1
8 (1 + ξ1)(1− ξ2)(1− ξ3) b6= 18 (1 + ξ1)(1− ξ2)(1 + ξ3)
b3=
1
8 (1 + ξ1)(1 + ξ2)(1− ξ3) b7= 18 (1 + ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3)
b4=
1
8 (1− ξ1)(1 + ξ2)(1− ξ3) b8= 18 (1− ξ1)(1 + ξ2)(1 + ξ3)
Pour les positions et les champs de mouvement x et y(x, t) , l’interpolation iso-
parame´trique prend la forme :
xeh(ξ) =
8∑
a=1
ba(ξ)xa
yeh(ξ , t) =
8∑
a=1
ba(ξ)ya(t)
(4.10)
avec :
xa – la position originelle du nœud a (nœud de l’hexae`dre),
ya(t) – la position actuelle (mouvement) du meˆme nœud a.
L’inte´gration d’une composante f(ξ) des forces sur l’e´le´ment Ωe s’effectue
nume´riquement en utilisant la formule d’inte´gration de Gauss :∫
Ωe
f(x) dΩ =
∫ +1
−1
∫ +1
−1
∫ +1
−1
f(ξ) J(ξ) dξ ≈
≈
N1∑
i=1
N2∑
j=1
N3∑
k=1
f(ξi1, ξ
j
2, ξ
k
3 ) J(ξ
i
1, ξ
j
2, ξ
k
3 )ω
i
1 ω
j
2 ω
k
3 dξ (4.11)
avec :(
ξlα , α = 1, 2, 3
)
– coordonne´e parame´trise´e du point d’inte´gration
de Gauss l,
J(ξ)=det (∇ξ x(ξ)) – de´terminant de la matrice Jacobienne,
ωlα – poids associe´ a` ξ
l
α ,
[N1, N2, N3] – nombre de points d’inte´gration de Gauss selon les
directions parame´trise´es ξ1, ξ2, ξ3 respectivement.
Dans certains cas (blocage d’e´le´ment), il est ne´cessaire d’effectuer une inte´gration
se´lective qui consiste a` limiter le nombre de points de Gauss dans certaines di-
rections et pour certaines de´formations :
118 • Traitement nume´rique
– solides – inte´gration exacte [N1, N2, N3]=[2, 2, 2] ,
– plaques et coques (e´paisseur dans la direction ξ3) – integration re´duite
[N1, N2, N3]=[1, 1, 2] pour le terme de cisaillement et exacte pour le terme
de volume,
– mate´riaux incompressibles – inte´gration re´duite [N1, N2, N3]=[1, 1, 1] pour
le terme volumique et exacte pour le terme de cisaillement.
4.2.2 Construction par e´le´ments
Les travaux virtuels (4.8) exprime´s par la me´thode de Galerkine ont un caracte`re
global. Cependant, le fait que le domaine Ω soit maintenant subdivise´ en une
collection de NELE sous-domaines Ωe ou e´le´ments finis permet d’e´valuer le travail
virtuel de manie`re syste´matique e´le´ment par e´le´ment selon la re`gle :∫
Ω
# dΩ =
NELE∑
e=1
∫
Ωe
# dΩ
A cette fin, il faut introduire une proce´dure de localisation qui permette de res-
treindre des expressions globales telles que , , ˙ , ¨, , B, B′ de Ω aux e´le´ments
Ωe. Les vecteurs globaux et locaux sont relie´s par une matrice localisation Le, dite
e´parse car elle contient des ze´ros quasiment partout.
e= Le
e= Le
˙ e= Le ˙
¨e= Le ¨
e = Le
Be = LeB
Be′= LeB′
e = 1, . . . ,NELE
Par ce biais, le principe des travaux virtuels e´le´mentaire discret s’e´crit :
NELE∑
e=1
( e)T
[
e(¨e) + e( e, ˙ e)− e − e ] = 0 , ∀ e , e=1, . . . ,NELE (4.12)

e(¨e) =
∫
Ωe
BeTρBe ¨e dΩ
e( e, ˙ e) =
∫
Ωe
Be′T P
(
Be′ e,Be′ ˙ e
)
dΩ
e =
∫
Ωe
BeTκ dΩ
e =
∫
Γeσ
BeT p¯ dΩ
avec : Γeσ = Γσ ∩ ∂Ωe (qui peut eˆtre un ensemble vide).
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Nous obtenons finalement la formulation discre`te “e´le´mentaire forte” du
proble`me :
(¨) + ( , ˙ )− − = 0 (4.13)
(¨) =
NELE∑
e=1
LeT
∫
Ωe
BeTρBe
(
Le¨
)
dΩ
( , ˙ ) =
NELE∑
e=1
LeT
∫
Ωe
Be′TP
[
Be′
(
Le
)
,Be′
(
Le ˙
)]
dΩ
=
NELE∑
e=1
LeT
∫
Ωe
BeTκ dΩ
=
NELE∑
e=1
LeT
∫
Γeσ
BeT p¯ dΩ
e(0) = Le 0 , ˙
e(0) = Le 0
¯e(t) = Le¯(Le¯, t) pour ¯ ∈ Γy
4.2.3 Re´solution des non-line´arite´s par la me´thode des
ite´rations line´aires
Apre`s la discre´tisation par la me´thode des e´le´ments finis, le proble`me semi-
discret contient toujours un ensemble d’e´quations diffe´rentielles ordinaires non-
line´aires dans le temps. En me´canique des solides, les non-line´arite´s sont de na-
ture ge´ome´trique (grandes de´formations des solides) et de nature mate´rielle (loi
de comportement du mate´riau). Ces deux types de non-line´arite´s sont contenus
dans le terme ( , ˙ ). En me´canique des contacts, une autre source de non-
line´arite´ provient du terme des forces de contact (̂) (ou` ̂ = [ ′]T empile
les mouvements des nœuds des deux corps en contact). Nous reviendrons sur son
traitement plus loin.
Le proble`me :
( , ˙ , ¨) ≡ (¨) + ( , ˙ )− − = 0 (4.14)
peut eˆtre re´solu par la me´thode de Newton ge´ne´ralise´e (ou me´thode des ite´rations
line´aires) qui est une proce´dure ite´rative permettant de transformer une e´quation
non-line´aire en une suite d’e´quations line´aires.
Me´thode de Newton ge´ne´ralise´e
Conside´rons un syste`me d’e´quations non-line´aires quelconque :
f(x¯) = 0 avec x¯ la solution recherche´e. (4.15)
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Sous re´serve de re´gularite´, nous pouvons approcher la fonction pre´ce´dente en
utilisant le de´velopement en se´rie de Taylor d’un point x au voisinnage de x¯ :
f(x¯) ≡ f(x +∆x) = f(x) +∇xf(x)∆x + 12 ! [∇2xf(x)∆x]∆x + · · · = 0 (4.16)
avec : ∆x = x¯− x ,
∇xf(x) =
[
∂fi
∂xj
(x)
]
– la matrice Jacobienne de f au point x .
L’ide´e de base de la me´thode de Newton–Raphson consiste a` ne´gliger les
termes d’ordre supe´rieur a` 1 du de´veloppement ci-dessus en n’y conservant par
conse´quent que les termes line´aires :
0 = f(x¯) ≈ f(x) +∇xf(x) (x¯− x) (4.17)
Ainsi, l’algorithme ite´ratif suivant peut eˆtre propose´ :
soit x0 , i = 0
Si∆x = f(xi)
xi+1= xi +∆x
i = i+ 1
(4.18)
!
avec : Si – une approximation de la Jacobienne ∇xf(xi) au point xi .
Cet algorithme regroupe une famille de me´thodes qui diffe`rent par la matrice
pente Si utilise´e a` chaque ite´ration :
– Si = ∇xf(xi) – la me´thode de Newton–Raphson proprement dite
– Si = ∇xf(x0) – la me´thode de Newton–Raphson modifie´e
– Si (xi − xi−1) = f(xi)− f(xi−1) – une me´thode de se´cante
– Si (xi − x0) = f(xi)− f(x0) – une me´thode de corde
Line´arisation du proble`me
Dans notre e´tude, nous utiliserons la me´thode de Newton–Raphson comple`te pour
re´soudre le syste`me d’e´quations d’e´quilibre discret. Pour cela, nous line´arisons
(4.14) :
0 = (¯, ˙¯ , ¨¯) 8 ( , ˙ , ¨) + δ ( , ˙ , ¨ | , ˙ , ¨ ) (4.19)
avec : (¯, ˙¯ , ¨¯) une solution du proble`me.
Cette proce´dure ne´cessite le calcul de la de´rive´e directionnelle de ( , ˙ , ¨) dans
la direction ( , ˙ , ¨ )=(¯− , ˙¯− ˙ , ¨¯−¨) :
δ ( , ˙ , ¨ | , ˙ , ¨ ) = ∂
∂
( , ˙ , ¨) +
∂
∂ ˙
( , ˙ , ¨) ˙ +
∂
∂¨
( , ˙ , ¨) ¨
(4.20)
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Nous obtenons ainsi l’e´quation discre`te line´arise´e :
C ¨ + D( , ˙ ) ˙ + E( , ˙ ) = + − (¨)− ( , ˙ ) (4.21)
C ≡ d
d¨
=
∫
Ω
BTρB dΩ – la matrice de masse
D( , ˙ ) ≡ ∂
∂ ˙
=
∫
Ω
B′T
∂P(B′ ,B′ ˙ )
∂ ˙
dΩ
=
∫
Ω
B′T PvB′ dΩ – la matrice amortissement tangente
E( , ˙ ) ≡ ∂
∂
=
∫
Ω
B′T
∂P(B′ ,B′ ˙ )
∂
dΩ =
=
∫
Ω
B′TP(ep)B′ dΩ – la matrice rigidite´ tangente
avec : Pv , P(ep) – les tenseurs nominaux tangents visqueux et e´lasto-
plastiques (tenseurs du quatrie`me ordre).
En accord avec la proce´dure de localisation expose´e pre´ce´demment pour les forces,
les matrices globales
(
C ,D ,E
)
peuvent s’exprimer comme un assemblage de
contributions e´le´mentaires de composantes
(
Ce,De,Ee
)
:
C =
NELE∑
e=1
LeTCe Le , Ce =
∫
Ωe
BeTρ IBe dΩ
D =
NELE∑
e=1
LeTDe Le , De =
∫
Ωe
Be′TPvBe′ dΩ
E =
NELE∑
e=1
LeTEe Le , Ee =
∫
Ωe
Be′TP(ep)Be′ dΩ
Pour comple´ter la line´arisation, les relations entre les tenseurs e´le´mentaires nomi-
naux tangents P et leurs e´quivalents mate´riels S doivent eˆtre de´termine´es. Pour
cela, il est ne´cessaire de line´ariser la loi nominale :
P : (F, F˙) 9−→ P(F, F˙)
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au point (F, F˙) dans la direction
(
δF, δF˙
)
:
P
(
F+ δF, F˙+ δF˙
) 8 P(F, F˙)+ δP(F, F˙ | δF, δF˙) (4.22)
δP
(
F, F˙ | δF, δF˙) = ∂P
∂F
(
F, F˙
)
δF+
∂P
∂F˙
(
F, F˙
)
δF˙ =
= P(ep)(F, F˙) δF+ Pv(F, F˙) δF˙
avec :
{
δF(u,w) = ∇w
δF˙(u,w) = ∇w˙
En de´composant ensuite la loi constitutive nominale selon :
P = P(F, F˙,Ep) = FS
(
E(F), E˙(F, F˙),Ep
)
(4.23)
nous obtenons les tenseurs suivants :
P(ep)= ∂P
∂F
(
F, F˙
)
= I⊗S+ [F⊗ I] [S(ep)[F⊗ I]T+ Sv[F⊗ I]T ]
Pv= ∂P
∂F˙
(
F, F˙
)
= [F⊗ I] Sv[F⊗ I]T
(4.24)
ou` leurs contreparties mate´rielles S(ep) et Sv sont de´finies par :
S(ep)= ∂S
∂E
(
E, E˙, . . .
)
Sv = ∂S
∂E˙
(
E, E˙, . . .
)
Ils sont obtenus par une line´arisation similaire :
S
(
E+ δE, E˙+ δE˙
) 8 S(E, E˙)+ δS(E, E˙ | δE, δE˙) (4.25)
δS
(
E, E˙ | δE, δE˙) = ∂S
∂E
(
E, E˙
)
δE+
∂S
∂E˙
(
E, E˙
)
δE˙ =
= S(ep)(E, E˙) δE+ Sv(E, E˙) δE˙
avec :

δE(F, δF) = 12
[
FT δF+ δFTF
]
= 12
[
FT⊗ I+ I⊗FT ] δF
δE˙(E, E˙ | δE, δE˙) = 12
[
δFT F˙+ F˙T δF+ FT δF˙+ δF˙TF
]
=
= 12
[(
F˙T⊗ I+ I⊗ F˙T ) δF+ [FT⊗ I+ I⊗FT ) δF˙ ]
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4.2.4 Discre´tisation temporelle et me´thode des
diffe´rences finies
Apre`s la discre´tisation spatiale et la line´arisation, le proble`me se re´duit a` un
syste`me d’e´quations diffe´rentielles ordinaires line´aires :
C ¨ (t) + D(t) ˙ (t) + E(t) (t) = − (t) (4.26)
avec
(
(t), ˙ (t), ¨(t), t
)
= − − + (¨(t)) + ( (t), ˙ (t))
Pour inte´grer cette e´quation vectorielle dans le temps, nous nous servons de
la me´thode des diffe´rences finies. L’ide´e de base de cette me´thode consiste a`
remplacer les de´rive´es dans le temps par des quotients de diffe´rences finies.
Conside´rons le proble`me aux valeurs initiales donne´ par :{
(0) = 0
˙ (0) = 0
La me´thode des diffe´rences finies de Newmark ou me´thode des trape`zes
ge´ne´ralise´e consiste en :
Cn+1 n+1 + Dn+1 n+1 + En+1 n+1 = − n+1 (4.27) n+1= n + (1− α) τ n + α τ n+1 +
(
1
2 − α
)
τ 2 n
n+1= n + (1− β) τ n + β τ n+1
Rappelons que , et repre´sentent respectivement les acce´le´rations, les vitesses
et les mouvements discrets avec :
n+1 ≈ (tn+1) , n+1 ≈ ˙ (tn+1) , n+1 ≈ ¨(tn+1)
De meˆme, on a :
Cn+1 = C(tn+1) , Dn+1 ≈ D(tn+1) , En+1 ≈ E(tn+1) , n+1 ≈ (tn+1)
τ = tn+1− tn , τ > 0 – incre´ment de temps.
α , β ∈ [0 , 1] – des parame`tres de controˆle.
Le parame`tre α controˆle la stabilite´ tandis que β re´git la dissipation de l’al-
gorithme. Si nous choisissons β = 12 et α =
1
2 nous reconnaissons la re`gle des
trape`zes. Le sche´ma d’inte´gration le plus pre´cis est obtenu pour β= 12 et α=
1
6 .
La programmation la plus nette de la me´thode de Newmark consiste en l’algo-
rithme (pre´dicteur-correcteur) en deux temps suivant :
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– pre´diction explicite – qui se base sur un sche´ma des diffe´rences centre´es :
0
n+1= n + τ n +
τ 2
2
n
0
n+1= n + τ n
0
n+1= n
(4.28)
– correction – qui sera combine´e a` celle de la line´arisation :
n+1= 0n+1 + δ
n+1= 0n+1 + δ
n+1= 0n+1 + δ
(4.29)
avec : δ =
(
α τ
)
δ =
(
αβ τ 2
)
δ
Si on note que :
δ = , δ = ˙ , δ = ¨ ,
nous pouvons e´liminer δ et δ . L’algorithme final, en terme de l’incre´ment
des mouvements est le suivant :(
1
α β τ 2
Cn+1 +
1
α τ
Dn+1 + En+1
)
= n+1 + n+1 − n+1 − n+1
n+1= 0n+1 +
n+1=
0
n+1 +
1
α τ
n+1 =
0
n+1 +
1
αβ τ 2
4.2.5 Synthe`se et algorithme global
Pour conclure, l’algorithme global des e´le´ments finis pour des proble`mes de dy-
namiques non line´aires combine :
– une discretisation spatiale de Galerkine
– une me´thode iterative de Newton ge´ne´ralise´e
– une inte´gration temporelle de Newmark
L’algorithme est pre´sente´ sous sa forme globale dans la table suivante.
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Initialiser n=0 , 0 , 0 , 0 ; T, τ>0 , t0=0 ; α ,β ; εrreur, Imax
n=n+1 , i=0 , tn+1= tn+τ
Pre´dire
Conditions
Limites et
Initiales

0
n+1 = n + τ n +
τ 2
2
n
0
n+1 = n + τ n
0
n+1 = n

¯0n+1 = ¯(tn+1)
¯0n+1 = ˙¯ (tn+1)
¯0n+1 = ¨¯(tn+1)
i= i+1 , e=0
Former
i
n+1= 0
i
n+1 ←− −
[
(tn+1) + (tn+1)
]
e=e+1
Sin+1= 0
Localiser
Interpoler
e= Le in+1′ ≈ Be′ e
e= Le in+1′ ≈ Be′ e
e= Le in+1
≈ Be e
Inte´grer
et
Lineariser

e=
∫
Ωe
Be′TP(ep)dΩ
e=
∫
Ωe
Be′TPvdΩ
e=
∫
Ωe
Be′Tρ dΩ

Ee=
∫
Ωe
Be′TP(ep)Be′ dΩ
De=
∫
Ωe
Be′TPvBe′ dΩ
Ce=
∫
Ωe
BeTρBe dΩ
Assembler
Re´soudre
i
n+1 ←− in+1 + LeT ( e + e + e − e)
Sin+1 ←− Sin+1 + LeT
(
1
αβ τ2C
e + 1α τD
e + Ee
)
Le
(e > NELE) ?
Sin+1 = − in+1 −→
Corriger

i+1
n+1 =
i
n+1 +
i+1
n+1 =
i
n+1 +
1
α τ
i+1
n+1 =
i
n+1 +
1
αβ τ 2

¯i+1n+1 = ¯
i
n+1
¯i+1n+1 = ¯
i
n+1
¯i+1n+1 = ¯
i
n+1
Tester
( ‖ i+1n+1‖<εrreur ) ? , ( i+ 1>Imax ) ?
(
tn+1>T
)
?
!
!
!
Tab. 4.1 – Algorithme d’e´le´ments finis global pour la dynamique non-line´aire. (Repris de [22])
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4.3 Me´thodes nume´riques en me´canique du
contact
Cette section traite de la formulation nume´rique pour re´soudre les proble`mes
en me´canique des contacts entre deux solides de´formables dans le cas de
petits de´placements. Comme pour les solides, ces proble`mes ne´cessitent une
discre´tisation spatiale par e´le´ments finis et la re´solution des non-line´arite´s par
une me´thode de Newton. Le traitement nume´rique du contact donne lieu a` deux
formulations discre`tes selon que la re´gularisation du proble`me de contact est
effectue´e par la me´thode de la pe´nalite´ ou celle du Lagrangien augmente´. On
se re´fe`re dans ce qui suit notamment a` Curnier–Alart [25], Alart [1], Alart–
Curnier [2], Heegaard–Curnier [54], Laursen–Simo [79], Klarbring [77] et Pietr-
zak [100].
4.3.1 Discre´tisation spatiale du contact
Cine´matique du contact discret
Conside´rons deux corps Ω et Ω′ dans leur configuration de re´fe´rence susceptibles
d’entrer en contact. Le corps Ω est discre´tise´ en NELE e´le´ments finis relie´s entre
eux par NODE nœuds, et le corps Ω′ en NELE’ e´le´ments finis relie´s par NODE’
nœuds. La surface discre`te de contact entre les deux corps est constitue´e par
l’ensemble des nœuds d’une surface Γh ∈ ∂Ω. De meˆme, la surface cible discre`te
est repre´sente´e par les nœuds de Γ′h ∈ ∂Ω′.
Ele´ment de contact de type nœud-a`-nœud
Dans le cas de petits glissements ou de petites de´formations, c’est-a`-dire que si
une correspondance biunivoque entre les nœuds au niveau de la surface de contact
est maintenue pendant la pe´riode de contact, la ge´ome´trie de l’e´le´ment de contact
nœud-a`-nœud est ade´quate. Pour cette ge´ome´trie, le nœud de la surface frontie`re
Γh, qui forme l’e´le´ment de contact avec le nœud Γ′h est le nœud le plus proche de
Γ′h dans la configuration originelle du syste`me. L’e´le´ment de contact sera forme´ de
ces deux nœuds pendant toute la pe´riode du contact. Le vecteur e´cart de contact
discret e est de´fini par :
e = ′e − e = ( ′e + ′e)− ( e + e) = e0 + ′e − e (4.30)
ou` e est la position du nœud dans la configuration de´forme´e, e la position de
la particule dans la configuration de re´fe´rence et e le de´placement du nœud.
Vecteur e´cart
Pour de petites de´formations, le vecteur e´cart local e peut eˆtre de´compose´ en
un e´cart normal gen et en un vecteur glissement tangent
e
t :
e = gen n
e + et (4.31)
Me´thodes nume´riques en me´canique du contact • 127
4.3.2 Travaux virtuels discrets en me´canique des contacts
Rappel sur les termes volumiques
Base´ sur la subdivision des solides Ω et Ω′ en e´le´ments finis, les inte´grales sur
les volumes de la cible et du contacteur sont e´value´es e´le´ment par e´le´ment de la
manie`re suivante :∫
Ω
! dΩ =
NELE∑
e=1
∫
Ωe
! dΩe ,
∫
Ω′
! dΩ′ =
(NELE)’∑
e=1
∫
Ω′e
! dΩ′e
Les deux premiers termes du principe des travaux virtuels sont donc approche´s
de la manie`re suivante :
DU(y ; δy) = 〈∇yU(y) ; δy〉
8
NELE∑
e=1
(δ e)T
[
e(¨e) + e( e, ˙ e)− e − e ]
DU ′(y′ ; δy′) = 〈∇y′U ′(y′) ; δy′〉
8
(NELE)’∑
e=1
(δ ′e)T
[ ′e(¨ ′e) + ′e( ′e, ˙ ′e)− ′e − ′e ]
(4.32)
Nous avons vu aux sections 2.3.5 et 3.2.5 des chapitres pre´ce´dents que pour
conside´rer des interactions entre les deux corps Ω et Ω′, il faut rajouter a` ces
deux premiers termes la forme faible (variationnelle) du terme de contact.
4.3.3 Traitement nume´rique du contact en pe´nalite´
Terme de contact en pe´nalite´
Le terme de contact de la formulation (3.74) s’e´crit :
DU˜c(ŷ ; δŷ) =
∫
Γ
[∂Ψ˜csc (g(ŷ))
∂g
+
∂Ψ˜ac (g(ŷ))
∂g
]
· δg(ŷ, δŷ) dΓ
=
∫
Γ
p(g(ŷ)) ·∇ŷg(ŷ) δŷ dΓ
=
∫
Γ
[∇ŷg(ŷ)]T p(g(ŷ)) · δŷ dΓ
=
∫
Γ
δŷT
[∇ŷg(ŷ)]T p(g(ŷ)) dΓ
(4.33)
avec la contrainte de contact p de´finie comme le vecteur contrainte nominal exerce´
par le corps Ω′ sur le corps Ω :
p(g) =
∂Ψ˜c
∂g
=
∂Ψ˜csc
∂g
+
∂Ψ˜ac
∂g
= pn n+ pt
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Sachant que ŷ = [y,y′]T et que g(ŷ) = g(y,y′) ≡ y− y′, on a :
δg(ŷ; δŷ) = δg(y,y′; δy, δy′) =
∂g
∂y
δy +
∂g
∂y′
δy′
= I δy− I δy′
=
[
I −I] [δy
δy′
]
= ∇ŷg(ŷ) δŷ
Le terme
[∇ŷg(ŷ)]T donne donc deux forces de contact e´gales mais oppose´es
conforme´ment au principe de l’action et de la re´action. En effet, on note :[∇ŷg(ŷ)]T = [ I−I
]
= IRA , et
[∇ŷg(ŷ)]T p = IRA p = [ p−p
]
Le terme de contact peut finalement eˆtre approche´ par (voir [25]) :∫
Γ
δŷT
[∇ŷg(ŷ)]T p(g) dΓ 8 NCEL∑
e=1
(δ̂e)T IRA p( e)Ae (4.34)
avec NCEL le nombre d’e´le´ments de contact, e = p( e) la force de contact
locale concentre´e au nœud e et Ae peut eˆtre interpre´te´e comme l’aire tributaire
du nœud e.
Line´arisation du contact en pe´nalite´
Nous appliquons la me´thode de Newton–Raphson (4.18) au terme pe´nalise´
de contact (4.33). Nous effectuons donc l’approximation suivante (δ et ∆
repre´sentent la premie`re et la seconde variation) :
DU˜c
(
(y¯, y¯′) ; (δy, δy′)
) 8 DU˜c((y,y′) ; (δy, δy′))
+∆
(
DU˜c
(
(y,y′) ; (δy, δy′)
)
; (∆y,∆y′)
) (4.35)
∆
(
DU˜c
(
(y,y′) ; (δy, δy′)
)
; (∆y,∆y′)
)
= ∆
(∫
Γ
δŷT
[∇ŷg(ŷ)]T p(g)dΓ)[∆y∆y′
]
=
∫
Γ
δŷT RA
∂p(g)
∂g
∆ŷ dΓ
avec RA =
[∇ŷg(ŷ)]T ⊗ [∇ŷg(ŷ)]T
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4.3.4 Calcul des Jacobiennes en pe´nalite´
Ge´ne´ralite´s
La cle´ de la mise en œuvre de la me´thode de Newton est le calcul du tenseur
Jacobien de contact :
J = ∇gp(g) = ∂p(g)
∂g
D’autre part on rappelle que le vecteur force de contact p se de´compose de la
manie`re suivante :
p = pcn n+ p
f
t + p
a = pcf + pa
avec pcf = pcn n+ p
f
t .
Le tenseur Jacobien de contact se de´compose donc :
J =
∂p
∂g
=
∂pcf
∂g
+
∂pa
∂g
= Jcf + Ja
Dans ce qui suit, nous exposerons ainsi sans perte de ge´ne´ralite´ dans un premier
temps le calcul du tenseur Jacobien du contact avec frottement Jcf suivi de selui
de l’adhe´sion Ja.
Jacobiennes du contact avec frottement pe´nalise´
Nous choisissons des coefficients de pe´nalite´ identiques pour le contact et le
frottement en posant γcn = γ
s
t = γ
cf . Rappelons aussi que p = pnn + pt.
La Jacobienne Jcf se distingue par plusieurs statuts (Figure 4.2) correspon-
dant au contact avec frottement (voir (3.79) et (3.87), on se reportera aussi a` [2]) :
pcn
gn
γcn
contact
e´cart
µpcn
−µpcn
pft
γft
gt
gtgrt gst
adhe´rence
glissement
Fig. 4.2 – Graphes du contact normal et du frottement tangent pe´nalise´s.
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Ecart (gn > 0)
pcn = 0 , p
f
t = 0
pcf(g) = 0
Jcf = J
cf
ecrt =
∂pcf
∂g
= [0] (4.36)
Contact adhe´rent (gn ≤ 0 , ‖gt − gst0‖ ≤ −µgn)
pcn = γ
cfPR−(gn) = γ
cf gn , p
f
t = γ
cf(gt − gst )
pcf(g) = γcf [gn n+ gt − gst0 ] = γcf [g− gst0 ]
Jcf = J
cf
adhrce =
∂pcf
∂g
= γcfI (4.37)
Contact glissant (gn ≤ 0 , ‖gt − gst0‖ > −µgn)
pcn = γ
cfPR−(gn) = γ
cf gn
pft = −µγcf gnts avec ts = ts(g) =
gt − gst0
‖gt − gst0‖
pcf(g) = γcf [(n⊗ n)g − µ(ts ⊗ n)g]
on trouve :
Jcf = J
cf
gliss =
∂pcf
∂g
= γcf [(n⊗ n)− µ(ts ⊗ n) + ((I− n⊗ n− ts ⊗ ts)]
(4.38)
avec :
( = − µgn‖gt − gst0‖
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Jacobiennes de l’adhe´sion pe´nalise´e
La Jacobienne Ja se distingue aussi par plusieurs statuts (Figure 4.3) d’adhe´sion
(voir (3.105)) :
g
pa
gM
pM
s(ga)
γa
adhe´sion
de´cohe´sion
jeu
Fig. 4.3 – Graphe de l’adhe´sion pe´nalise´e.
Jeu (‖g˜‖ − ga0 < 0)
pa(g) = 0
Ja = J
a
jeu =
∂pa
∂g
= [0] (4.39)
Ecart-adhe´sion (gn > 0 , 0 < ‖g‖ − ga0 ≤
s(ga)
γa
)
pa(g) = γa[g − g‖g‖g
a
0 ]
Ja = J
a
ecrt−adhsn =
∂pa
∂g
= γa[(1− g
a
0
‖g‖)I+
ga0
‖g‖(d⊗ d)] (4.40)
Avec d =
g
‖g‖ .
Ecart-de´cohe´sion (gn > 0 , ‖g‖ − ga0 >
s(ga)
γa
)
pa(g) = s(ga)
g
‖g‖
Ja = J
a
ecrt−decsn =
∂pa
∂g
=
s(ga)
‖g‖ (I− d⊗ d) +
∂s(ga)
∂g
⊗ d
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Pour aller plus loin, nous choisissons s(ga) la fonction d’e´crouissage :
s(ga) =

pM(1− g
a
gM
i) si ga ≤ gM
i
0 si ga >
gM
i
, i =
γa
pM
gM
+ γa
(4.41)
pM est la force maximale adhe´sive, gM la distance adhe´sive de rupture et i
est un rapport de projection duˆ a` l’endommagement (similaire aux rapports
d’e´crouissage).
Nous trouvons donc finalement :
Ja = J
a
ecrt−decsn =
∂pa
∂g
=

κI− (κ+ β)d⊗ d si ga ≤ gM
i[
0
]
si ga >
gM
i
(4.42)
avec β =
pM
gM
et κ =
s(ga)
‖g‖ .
Contact-adhe´sion (gn ≤ 0 , 0 < ‖gt‖ − ga0 ≤
s(ga)
γa
)
pa(g) = γa[gt − gt‖gt‖g
a
0 ]
Ja = J
a
cont−adhsn =
∂pa
∂g
= γa[I− (n⊗ n)− g
a
‖gt‖
(
I− (n⊗ n)− (ta ⊗ ta)
)
]
(4.43)
Avec ta =
gt
‖gt‖ .
Contact-de´cohe´sion (gn ≤ 0 , ‖gt‖ − ga0 >
s(ga)
γa
)
pa(g) = s(ga)
gt
‖gt‖
Ja = J
a
cont−decsn =
∂pa
∂g
=
s(ga)
‖gt‖ (I− n⊗ n− ta ⊗ ta) +
∂s(ga)
∂g
⊗ ta
Nous trouvons donc finalement en incluant la fonction d’e´crouissage :
Ja = J
a
cont−decsn =
∂pa
∂g
=

κ(I− n⊗ n− ta ⊗ ta)− β(ta ⊗ ta) si ga ≤ gM
i[
0
]
si ga >
gM
i
(4.44)
si on pose κ =
s(ga)
‖g‖ =
s(ga)
‖gt‖ .
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Remarque 4.3.1 Les statuts “Ecart-jeu” (gn > 0 , ‖g‖ − ga0 < 0) et “Contact-
jeu” (gn ≤ 0 , ‖gt‖ − ga0 < 0) donnant tous les deux des forces et donc des
matrices Jacobiennes nulles sont par conse´quent condense´s dans le statut “Jeu”
(‖g˜‖ − ga0 < 0) qui est valable inde´pendamment du signe de gn.
4.3.5 Equation discre`te line´arise´e en pe´nalite´
Nous ne´gligeons les effets inertiels et nous supposons que les deux corps sont
e´lastiques. En substituant les approximations (4.35) dans (4.33) et en rajoutant
(4.32), nous obtenons la forme discre`te line´arise´e du principe de travaux virtuels
(3.69) en pe´nalite´ :
NELE∑
e=1
(δ e)T
( [
e( e)− e − e ]+ Ee( e)∆ e)
+
(NELE)′∑
e=1
(δ ′e)T
( [ ′e( ′e)− ′e − ′e ]+ E′e( ′e)∆ ′e)
+
NCEL∑
e=1
(δ̂e)T(IRA e(̂e) + RA ((Jcf)e(̂e) + (Ja)e(̂e))∆̂e)Ae = 0
∀ δ , δ ′
(4.45)
Que l’on peut encore condenser :
NTOT∑
e=1
(δ̂e)T([ e( e)′e( ′e)
]
−
[
e
′e
]
−
[
e
′e
]
+ IRA
e(̂e)Ae
+
( [
Ee( e) E′e( ′e)
]
+ RA Je(̂e)Ae)∆̂e
)
= 0
∀ δ̂ , NTOT = NELE+ (NELE)′
(4.46)
avec Je(̂e) = (Jcf)e(̂e) + (Ja)e(̂e).
4.3.6 Traitement nume´rique du contact en Lagrangien
augmente´
Terme de contact en Lagrangien augmente´
Le terme de contact de la formulation (3.125) peut s’e´crire :
DÛc
(
(ŷ,λ) ; (δŷ, δλ)
)
=
∫
Γ
δŷTλ Î
R
A
(
p̂cn + p̂
f
t + p̂
a
)
dΓ (4.47)
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avec les forces augmente´es :
p̂cn =

∂2cc
∂g
∂2cc
∂λ
 ≡
[
pcc
hcc
]
, p̂ft =

∂2sc
∂g
∂2sc
∂λ
 ≡
[
psc
hsc
]
, p̂a =

∂2ac
∂g
∂2ac
∂λ
 ≡
[
pac
hac
]
et :
δŷλ =
[
δŷ
δλ
]
et en introduisant le tenseur d’action-re´action augmente´ :
ÎRA =
[[∇ŷg(ŷ)]T [0][
0
]
I4
]
On de´finit le vecteur contrainte ge´ne´ralise´ p̂ :
p̂(g,λ) = p̂cn + p̂
f
t + p̂
a =
[
pcc + p
s
c + p
a
c
hcc + h
s
c + h
a
c
]
≡
[
p(g,λ)
h(g,λ)
]
L’approximation du terme de contact s’effectue finalement de la manie`re suivante
(voir [100]) :∫
Γ
δŷTλ Î
R
A
(
p̂cn + p̂
f
t + p̂
a
)
dΓ 8
NCEL∑
e=1
(δ̂eλ)T ÎRAAe p̂( e,λe) (4.48)
ou` Ae est une matrice permettant de distribuer l’aire tributaire uniquement aux
vecteurs p :
Ae =
[
Ae I
[
0
][
0
]
I4
]
Avec la me´thode mixte du Lagrangien augmente´, il faut discre´tiser explicite-
ment la force de contact ou multiplicateur augmente´ λ qui devient une inconnue
supple´mentaire du proble`me. Les multiplicateurs augmente´s se discre´tisent de
la meˆme manie`re que les champs de mouvement ou de de´placement. Un moyen
commode de les introduire est de de´clarer une (voire deux) couche(s) de nœuds
supple´mentaire dont les degre´s de liberte´ deviennent les multiplicateurs en ques-
tion. Autrement dit, l’e´le´ment nœud-a`-nœud passe de deux nœuds en pe´nalite´
a` trois nœuds (voire quatre) en Lagrangien augmente´. Plus pre´cise´ment, le pre-
mier nœud supple´mentaire contient les multiplicateurs augmente´s du contact avec
frottement λcf et le second le multiplicateur augmente´ de l’adhe´sion λa.
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Line´arisation du contact en Lagrangien augmente´
Nous appliquons la me´thode de Newton–Raphson (4.18) au terme augmente´
de contact (4.47). Nous effectuons donc l’approximation suivante (δ et ∆
repre´sentent la premie`re et la seconde variation) :
DÛc
(
(y¯, y¯′, λ¯) ; (δy, δy′, δλ)
) 8 DÛc((y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ))
+∆
(
DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
; (∆y,∆y′,∆λ)
) (4.49)
En introduisant (4.47) :
DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
=
∫
Γ
δŷTλ Î
R
A
(
p̂cn + p̂
f
t + p̂
a
)
dΓ
dans (4.49), il vient :
∆
(
DÛc
(
(y,y′,λ) ; (δy, δy′, δλ)
)
; (∆y,∆y′,∆λ)
)
= ∆
(∫
Γ
δŷTλ Î
R
A
(
p̂cn + p̂
f
t + p̂
a
)
dΓ
)∆y∆y′
∆λ

=
∫
Γ
δŷTλ ̂RA◦∂p̂∂ĝ ∆ŷλ dΓ
, ĝ =
[
g
λ
]
, ŷλ =
yy′
λ
 , δŷλ =
δyδy′
δλ
 et ∆ŷλ =
∆y∆y′
∆λ

en de´finissant l’ope´rateur ( ◦ ) de produit matriciel par bloc (produit d’Hadamard
par bloc) tel que :
 A11 A12
A21 A22
 ◦
 B11 B12
A21 B22
 =
 A11B11 A12B12
A21A21 A22B22

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on effectue la line´arisation formelle :
δ
(
ÎRA p̂(ŷλ; δŷλ)
)
=
∂( ÎRA p̂ )
∂ŷλ
(ŷλ)δŷλ
=
∂p
∂y
(y,y′,λ)δy +
∂p
∂y′
(y,y′,λ)δy′ +
∂p
∂λ
(y,y′,λ)δλ
− ∂p
∂y
(y,y′,λ)δy − ∂p
∂y′
(y,y′,λ)δy′ − ∂p
∂λ
(y,y′,λ)δλ
+
∂h
∂y
(y,y′,λ)δy − ∂h
∂y′
(y,y′,λ)δy′ − ∂h
∂λ
(y,y′,λ)δλ
=

∂p
∂g
−∂p
∂g
∂p
∂λ
−∂p
∂g
∂p
∂g
−∂p
∂λ
∂h
∂g
−∂h
∂g
∂h
∂λ

δŷλ (g = y − y′)
=

[∇ŷg(ŷ)]T ⊗ [∇ŷg(ŷ)]T [∇ŷg(ŷ)]T
[∇ŷg(ŷ)] I4
 ◦

∂p
∂g
∂p
∂λ
∂h
∂g
∂h
∂λ

δŷλ
Nous de´finissons alors :
̂R
A =

[∇ŷg(ŷ)]T ⊗ [∇ŷg(ŷ)]T [∇ŷg(ŷ)]T
[∇ŷg(ŷ)] I4
 =

R
A I
R
A
(IRA)
T
I4

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et on peut e´crire d’apre`s la de´finition de p̂ :
Ĵ =
∂p̂
∂ĝ
=

∂p
∂g
∂p
∂λ
∂h
∂g
∂h
∂λ

=
[
∂p̂
∂g
∂p̂
∂λ
]
=

∂pcc
∂g
+
∂psc
∂g
+
∂pac
∂g
∂pcc
∂λ
+
∂psc
∂λ
+
∂pac
∂λ
∂hcc
∂g
+
∂hsc
∂g
+
∂hac
∂g
∂hcc
∂λ
+
∂hsc
∂λ
+
∂hac
∂λ

=
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
+
∂p̂a
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
+
∂p̂a
∂λ
]
=
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
]
+
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
4.3.7 Calcul des Jacobiennes en Lagrangien augmente´
Ge´ne´ralite´s
La cle´ de la mise en œuvre de la me´thode de Newton est le calcul du tenseur
Jaconbien de contact augmente´ qui se de´compose :
Ĵ =
∂p̂
∂ĝ
= Ĵcf + Ĵa
avec :
Ĵcf =
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
]
et Ĵa =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
Dans ce qui suit, nous exposerons ainsi sans perte de ge´ne´ralite´ le calcul du ten-
seur Jacobien du contact avec frottement augmente´ Ĵcf suivi de celui de l’adhe´sion
augmente´e Ĵa.
Jacobiennes du contact avec frottement augmente´
La Jacobienne Ĵcf se distingue par plusieurs statuts correspondant au contact
avec frottement (voir 3.145 et 3.146, on se reportera aussi a` [1] [2], et [100]) :
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Ecart (λˆcn > 0)
p̂cn(g,λ) + p̂
f
t (g,λ) =

0
−1
r
λcf
0

Ĵcf = Ĵ
cf
ecrt =
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
]
=

[
0
] [
0
]
0
[
0
] −1
r
I 0
0T 0T 0

(4.50)
Contact adhe´rent (λˆcn ≤ 0 , ‖λˆ
f
t0‖ ≤ −µpi)
p̂cn(g,λ) + p̂
f
t (g,λ) =
λ
cf + rg− rgst0
g − gt0
0

Ĵcf = Ĵ
cf
adhrce =
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
]
=

rI I 0
I
[
0
]
0
0T 0T 0
 (4.51)
Contact glissant (λˆcn ≤ 0 , ‖λˆ
f
t0‖ > −µpi)
p̂cn(g,λ) + p̂
f
t (g,λ) =
=

−µ(nTλcf + rnTg) tˆs‖tˆs‖
+ (n⊗ n)λcf + r(n⊗ n)g
−1
r
(
[I− n⊗ n]λcf
)
+ µ(nTλcf + rnTg)
tˆs
‖tˆs‖
+ (n⊗ n)g

avec :
tˆs =
λft + r(gt − gst0)
‖λft + r(gt − gst0)‖
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on obtient finalement :
Ĵcf = Ĵ
cf
gliss =
[
∂p̂cn
∂g
+
∂p̂ft
∂g
∂p̂cn
∂λ
+
∂p̂ft
∂λ
]
=

rM M 0
M
1
r
(M− I) 0
0T 0T 0

(4.52)
avec :
M = n⊗ n− µtˆs ⊗ n+ (
[
I− n⊗ n− tˆs ⊗ tˆs
]
et en posant :
( = −µ λ
c
n + rgn
‖λft + r(gt − gst0)‖
Jacobiennes de l’adhe´sion augmente´e
La Jacobienne Ĵa se distingue par plusieurs statuts d’adhe´sion (voir 3.160 et
3.161) :
Jeu (λˆa ≤ 0)
p̂a(g,λ) =

0
0
−1
r
λa

Ĵa = Ĵ
a
jeu =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
=

[
0
] [
0
]
0
[
0
] [
0
]
0
0T 0T −1
r

(4.53)
Ecart-adhe´sion (0 < λˆa ≤ s(ga) , λˆcn > 0)
p̂a(g,λ) =

λa
g
‖g‖ + r(‖g‖ − g
a)
g
‖g‖
0
‖g‖ − ga

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Ĵa = Ĵaecrt−adhsn =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
=

r[(I− (g
a − λa/r)
‖g‖ (I− d⊗ d)]
[
0
]
d
[
0
] [
0
]
0
dT 0T 0

(4.54)
Ecart-de´cohe´sion (λˆa > s(ga) , λˆcn > 0)
p̂a(g,λ) =

s(ga)d
0
−1
r
(λa − s(ga))

Ĵa = Ĵaecrt−decsn =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
=


s(ga)
‖g‖ (I− d⊗ d)− βd⊗ d
[
0
] −1
r
βd
[
0
]
0T 0
−1
r
βdT
[
0
] −1
r
(1 +
β
r
)

si ga ≤ gM
i

[
0
] [
0
]
0
[
0
] [
0
]
0
0T 0T −1
r
 si ga >
gM
i
(4.55)
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Contact-adhe´sion (0 < λˆa ≤ s(ga) , λˆcn ≤ 0)
p̂a(g,λ) =

λa
gt
‖gt‖ + r(‖gt‖ − g
a)
gt
‖gt‖
0
‖gt‖ − ga

Ĵa = Ĵacont−adhsn =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
=

r[I− (n⊗ n)− (g
a − λa/r)
‖gt‖ (I− n⊗ n− ta ⊗ ta)]
[
0
]
ta
[
0
] [
0
]
0
tTa 0
T 0

(4.56)
Contact-de´cohe´sion (λˆa > s(ga) , λˆcn ≤ 0)
p̂a(g,λ) =

s(ga)ta
0
−1
r
(λa − s(ga))

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Ĵa = Ĵacont−decsn =
[
∂p̂a
∂g
∂p̂a
∂λ
]
=


κ(I− n⊗ n− ta ⊗ ta)− βta ⊗ ta
[
0
] −1
r
βta
[
0
] [
0
]
0
−1
r
βtTa 0
T −1
r
(1 +
β
r
)

si ga ≤ gM
i

[
0
] [
0
]
0
[
0
] [
0
]
0
0T 0T −1
r
 si ga >
gM
i
(4.57)
4.3.8 Equation discre`te line´arise´e en Lagrangien aug-
mente´
De meˆme que pour la pe´nalite´, en se servant de (4.49), (4.47) et de (4.32), nous ob-
tenons la formulation discre`te correspondant a` (3.124) en Lagrangien augmente´ :
NELE∑
e=1
(δ e)T
( [
e( e)− e − e ]+ Ee( e)∆ e)
+
(NELE)′∑
e=1
(δ ′e)T
( [ ′e( ′e)− ′e − ′e ]+ E′e( ′e)∆ ′e)
+
NCEL∑
e=1
(δ̂eλ)T (ÎRAAe ̂e(̂eλ) + ̂RA◦Ae[(Ĵcf)e(̂eλ) + (Ĵa)e(̂eλ)]∆̂eλ) = 0
∀ δ , δ ′ , δλ
(4.58)
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Que l’on peut encore condenser :
NTOT∑
e=1
(δ̂eλ)T
([
e( e)
′e( ′e)
]
−
[
e
′e
]
−
[
e
′e
]
+ IRA
e(̂eλ)Ae
+
[[
Ee( e) E′e( ′e)
[
0
] ]
+
[
R
A I
R
A
]
◦
[
Jepg(̂eλ) Jepλ(̂eλ) ]Ae]∆̂eλ
)
= 0
NTOT∑
e=1
(δ̂e)T[ e(̂eλ) + [ (IRA)T I4 ] ◦ [ Jehg(̂eλ) Jehλ(̂eλ) ]∆̂eλ] = 0
∀ δ̂λ , NTOT = NELE+ (NELE)′
(4.59)
avec :
[
Jepg Jepλ
]
=
[
∂p
∂g
∂p
∂λ
]
et
[
Jehg Jehλ
]
=
[
∂h
∂g
∂h
∂λ
]
4.4 Ele´ment de contact avec adhe´sion
4.4.1 Description de l’e´le´ment
L’e´le´ment nœud-a`-nœud de contact avec frottement et adhe´sion a e´te´ implante´
dans le code d’e´le´ments finis TACT [21] dans la sous-routine E4NODH (qui est une
version couple´e a` l’adhe´sion de la sous-routine E4NODE de´ja` existante effectuant
du contact avec frottement en pe´nalite´ et en Lagrangien augmente´ en petits
de´placements). Cela a implique´ l’ajout des forces et des Jacobiennes d’adhe´sion,
tant en pe´nalite´ qu’en Lagrangien augmente´.
L’e´le´ment contact-frottement-adhe´sion est constitue´ de 4 nœuds :
– Nœud 1 : du contacteur situe´ en x1 et contenant la position y1 comme
degre´ de liberte´.
– Nœud 2 : de la cible situe´ en x2 et contenant la position y2 comme degre´
de liberte´.
– Nœud 3 : contenant le multiplicateur augmente´ du contact avec frottement
λcf en Lagrangien augmente´. En pe´nalite´, on retire tous les degre´s de liberte´
a` ce nœud. De plus, la position originelle x3 de ce nœud est telle qu’elle
permet de de´terminer l’aire tributaire Ae = ‖x3 − x2‖ ainsi que le vecteur
normal n = (x3 − x2)/Ae.
– Nœud 4 : contenant en Lagrangien augmente´ le multiplicateur aug-
mente´ de l’adhe´sion λa selon la premie`re composante, les autres e´tant
e´ventuellement fixe´es (en 2D ou 3D). De meˆme, en pe´nalite´, ce nœud est
fixe´ selon toutes ses composantes.
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4.4.2 Algorithme d’adhe´sion
L’algorithme de l’adhe´sion est base´ sur le calcul d’une contrainte d’essai pae =
γa(‖g˜‖ − ga0) en pe´nalite´ (voir (3.106)) et une contrainte d’essai augmente´e
λˆae = λa + r(‖g˜‖ − ga0) en Lagrangien augmente´ (voir (3.159)). Dans un pre-
mier temps, le signe de cette contrainte d’essai est analyse´. Si il est ne´gatif,
alors le statut jeu est de´clare´. Sinon, cette contrainte est projete´e sur le crite`re
[0, s(ga0)] permettant ainsi de de´clarer le statut adhe´sif si la contrainte d’essai est
a` l’inte´rieur de l’intervalle ou de´cohe´sion dans le cas contraire. Si s(ga) = 0, le
statut jeu est d’emble´e de´clare´ afin d’e´viter a` l’algorithme d’effectuer des pro-
jections que l’on juge inutiles puisque en pratique l’e´tat devient similaire au jeu.
Les me´thodes de la pe´nalite´ et du Lagrangien augmente´ utilisent un algorithme
de projection commun.
pa
pae , λˆ
a
e
s(ga0)
s(ga0+dg
a)
dga
dq
s(ga)=0
‖g˜‖
Fig. 4.4 – Algorithme de projection. Remarquons que la projection n’est plus effectue´e lorsque
s(ga) = 0.
Plus de de´tails sur l’algorithme de l’adhe´sion sont reporte´s a` l’annexe B.
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Fig. 4.5 – Ele´ment de contact en a) 1D, b) 2D et c) 3D. La position originelle des nœuds 5
et 6 (en 2D), et 5 a` 8 (en 3D) sert a` la de´termination du vecteur normal et de l’aire tributaire
(enregistre´s dans la position du nœud 3) dans les trois dimensions).
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4.5 Proble`mes tests de validation
4.5.1 Cadre ge´ne´ral
Dans la se´rie de simulations qui suivent, il s’agit de tester l’e´le´ment E4NODH afin de
controˆler que la solution nume´rique correspond aux lois tribologiques introduites
(forces) et s’assurer de la convergence de l’algorithme (matrices Jacobiennes). La
configuration des tests se voulant eˆtre la plus simple possible, les simulations ont
e´te´ effectue´es en se servant d’un seul e´le´ment de contact. L’e´le´ment est e´tudie´ dans
les trois dimensions (1D, 2D et 3D), en utilisant les deux me´thodes propose´es de
re´gularisation du proble`me de contact (pe´nalite´ et Lagrangien augmente´), et
enfin en faisant varier le type des conditions aux limites (tests en de´placements
impose´s afin de s’assurer du bon comportement de la loi d’adhe´sion introduite
[Forces], et tests en forces impose´es permettant de controˆler la convergence des
ite´rations de la me´thode de Newton [Jacobiennes]). Les proprie´te´s tribologiques
conside´re´es ont ici des valeurs purement acade´miques et ne correpondent en aucun
cas a` des valeurs physiques d’interfaces re´elles.
Afin de mettre en valeur le caracte`re dissipatif du frottement et de l’adhe´sion, il
est inte´ressant d’imposer des conditions aux limites cycliques dans le temps. Par
conse´quent, nous imposerons des de´placements ou des forces cycliques en dents
de scie selon la fonction f(t) de pe´riode T et d’amplitude croissante dans les
simulations (Figure 4.6). Par contre, la pression normale de contact pcn visant a`
introduire des forces de frottement sera toujours constante.
t
T
f(t)
A1
A2
Fig. 4.6 – Fonction dent-de-scie avec amplitude croissante utilise´e.
4.5.2 Cas unidimensionnel de contact avec adhe´sion
Description
Nous nous inte´ressons au comportement normal du contact avec adhe´sion.
Conside´rons le proble`me 1D d’une barre e´lastique de rigidite´ - entrant en contact
avec un mur rigide (Figure 4.7). Nous rajoutons en paralle`le a` ce syste`me un
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ressort γ entre le mur et la barre permettant de stabiliser le syste`me lors de la
de´cohe´sion, lorsque nous travaillons en force impose´e.
u1(t), p1(t)
n-
γ
Fig. 4.7 – Contact d’une barre e´lastique contre un mur.
Conditions aux limites
La barre e´lastique est libre a` l’extre´mite´ susceptible d’entrer en contact avec le
mur. A l’autre, nous imposons le de´placement u1(t) ou la force p1(t) dans la
direction n tels que :
u1(t) = u¯1f(t) , p1(t) = p¯1f(t)
Proprie´te´s e´lastiques et tribologiques
Les valeurs suivantes sont choisies :
seuil de force adhe´sive pM = 4000
e´cart de de´cohe´sion gM = 0.2
rigidite´ adhe´sive γa = 40000
e´cart adhe´sif initial
{
ga0 =∞ sans adhe´sion
ga0 = 0.0 avec adhe´sion
rigidite´ de la barre - = 35000
Re´sultats des simulations
Les simulations nume´riques nous permettent de tracer les graphes suivants (Fi-
gure 4.8) :
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Fig. 4.8 – Simulations nume´riques en pe´nalite´ (a` gauche) et en Lagrangien augmente´ (a`
droite) pour a) le contact normal simple et b) un contact normal avec adhe´sion. On reconnaˆıt
les statuts e:e´cart, c:contact, a:adhe´sion, d:de´cohe´sion et j:jeu.
Commentaires
Les graphes – Le graphe de la simulation nume´rique du contact normal simple
(Figure 4.8 a)) correspond effectivement a` celui du contact normal (Figures 2.14
et 3.24). Notons la pente infinie du contact en Lagrangien augmente´ par rapport
a` celle finie (bien qu’e´leve´e) en pe´nalite´.
Le graphe de la simulation nume´rique du contact normal avec adhe´sion pe´nalise´
(Figure 4.8 b)) correspond aussi effectivement aux graphes the´oriques (Fi-
gures 3.18 et 3.27) et on retrouve les diffe´rents statuts de l’adhe´sion. On constate
que les graphes conservent bien la meˆme pente e´lastique meˆme apre`s un en-
dommagement partiel. En Lagrangien augmente´, on redresse la pente e´lastique
comme souhaite´ et on note que gn=0 tant que ga0=0.0.
Remarque 4.5.1 La variable ga est traite´e au niveau de l’algorithme comme une
variable d’histoire qui prime sur la configuration ge´ome´trique originelle. Ainsi, si
nous partons avec une configuration originelle gn(0) > 0 (gn(0)=0.1) et ga0=0.0,
l’e´tat initial est associe´ a` une force non-nulle due a` la tension e´lastique de la barre
(a` t=0, on trouve pn=3500) dont l’extreˆmite´ se retrouve aussitoˆt colle´e contre
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le mur1. Ainsi, lors du premier quart de cycle ou` le ressort γ est comprime´,
la tension e´lastique de la force diminuera mais ne s’annulera pas force´ment (a`
t = T/4, on trouve pn = 875). Ceci explique pourquoi pn sur le graphe avec
adhe´sion en Lagrangien augmente´ n’est jamais nul lorsque ga=0.0.
Remarque 4.5.2 Le choix de la valeur de la rigidite´ du ressort γ reste arbitraire
malgre´ le fait que nous ayons choisie cette dernie`re e´gale a` celle de la barre -.
Le changement de sa valeur ne modifie que le taux de la de´cohe´sion et donc le
nombre de points de de´cohe´sion obtenus sur les graphes.
La convergence – En pe´nalite´, et lorsque la simulation est effectue´e en force
impose´e, il faut deux ite´rations pour que l’algorithme converge lorsque le statut
change entre deux pas de temps : la premie`re ite´ration permet de trouver la
bon statut et la seconde la bonne solution. En Lagrangien augmente´, il faut
une ite´ration de plus. Autrement, dans les cas ou` le statut ne change pas, une
ite´ration est suffisante aussi bien en pe´nalite´ qu’en Lagrangien augmente´. Ceci
est tre`s satisfaisant.
4.5.3 Cas bidimensionnel de frottement avec adhe´sion
Description
Conside´rons maintenant un pion (maintenu par deux ressorts γ1 et γ2 dispose´s
de manie`re orthogonale) sur une table rigide plane (Figure 4.9).
x
y
u¯2, p¯2
u1(t), p1(t)
n
t
γ1
γ2
Fig. 4.9 – Frottement avec adhe´sion.
1Il est clair que si la rigidite´ de la barre trop e´le´ve´e, il y a alors aussitoˆt de´cohe´sion.
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Le ressort γ1 a un effet stabilisant lorsque les forces sont impose´es et qu’il y a
de´cohe´sion. Le ressort γ2 permet d’imposer une force normale p¯cn sur le pion afin
de faire intervenir le frottement.
Conditions aux limites
Nous imposons le de´placement u1(t) ou la force p1(t) dans la direction tangente
t tels que :
u2(t) = u¯2f(t) , p2(t) = p¯2f(t)
Le de´placement u¯2 et la force p¯2 sont maintenus constants.
Proprie´te´s e´lastiques et tribologiques
Les valeurs suivantes sont choisies :
seuil de force adhe´sive
{
pM = 10000 cas 1
pM = 4000 cas 2
e´cart de de´cohe´sion gM = 0.2
rigidite´ adhe´sive γa = 200000
e´cart adhe´sif initial
{
ga0 =∞ sans adhe´sion
ga0 = 0.0 avec adhe´sion
coefficient de frottement
{
µ = 0.0 sans frottement
µ = 0.2 avec frottement
pression normale
{
p¯cn = 250000 cas 1
p¯cn = 5000 cas 2
Re´sultats des simulations
Les re´sultats des simulations permettent de tracer les graphes suivants (Fi-
gure 4.10) :
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Fig. 4.10 – Simulations nume´riques en pe´nalite´ (a` gauche) et en Lagrangien augmente´ (a`
droite) pour a) le frottement seul, b) l’adhe´sion seule et c) le proble`me couple´ frottement-
adhe´sion. Les deux statuts du frottement g:glissement et ar:adhe´rence se combinent aux statuts
de l’adhe´sion.
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Commentaires
Les graphes – Les graphes de la simulation nume´rique du frottement seul de
la figure 4.10 a) correspondent effectivement a` ceux de la loi de frottement exacte
(voir Figure 2.15) et pe´nalise´e (voir Figure 3.28). De meˆme pour la loi d’adhe´sion
pe´nalise´e seule de la figure 4.10 b) (se reporter a` la figure 3.30) dont la pente
e´lastique est redresse´e en Lagrangien augmente´.
Le couplage du frottement et de l’adhe´sion pe´nalise´s est simplement la somme
alge´brique des deux graphes obtenus lorsqu’on conside`re les lois se´pare´ment. Par
contre en Lagrangien augmente´, la pente e´tant infinie dans les deux cas, l’algo-
rithme n’arrive pas a` de´terminer si le statut est adhe´sif ou adhe´rent. Nous avons
choisi d’instaurer l’ordre selon lequel le statut adhe´rent primait sur le statut
adhe´sif, ce dernier n’e´tant de´clare´ que lorsque le statut du frottement e´tait le
glissement2. Ceci n’est bien suˆr utile que lorsqu’il y a contact, le proble`me ne se
posant pas si il y a un e´cart.
Remarque 4.5.3 Dans ces simulations, nous avons tantoˆt suppose´ des forces
adhe´sives plus importantes que les forces de frottement tantoˆt l’inverse. Ce sont
deux configurations que nous pouvons rencontrer dans des proble`mes re´els.
La convergence – Chaque configuration (frottement seul, adhe´sion seule,
proble`me couple´) requiert deux ite´rations pour converger en Lagrangien aug-
mente´ et trois en pe´nalite´. Il est clair que la recherche du statut de contact
n’entre pas en jeu car nous effectuons toujours un premier pas de temps ou` nous
imposons la force normale toute seule, cependant ce taux de convergence reste
tout a` fait acceptable. Il est caracte´ristique de la me´thode de Newton ge´ne´ralise´e
(aux ope´rateurs affines par morceaux, continus non-diffe´rentiables).
4.5.4 Cas tridimensionnel
Description
Le proble`me tridimensionnel ge´ne´ralise en trois dimensions le proble`me bidimen-
sionnel pre´ce´dent (Figure 4.11). Il s’agit encore d’un pion (maintenu par trois
barres orthogonales) en contact avec une table rigide. Le pion peut glisser ou
de´coller mais nous n’explorerons cette dernie`re possibilite´ que plus loin car nous
voulons ici mettre en valeur le lobe he´misphe´rique de l’adhe´sion. Les simulations
sont pre´sente´es uniquement en pe´nalite´, mais similaires en Lagrangien augmente´,
a` la pente adhe´sive pre`s.
2L’intuition de ce choix provient du fait que dans la plupart du temps la rigidite´ des aspe´rite´s
de l’interface est plus e´leve´e que celle d’une colle. Il est clair qu’en Lagrangien augmente´, on
ne saurait faire la diffe´rence, mais si on dira tout simplement “qu’il y a une pente qui est plus
infinie que l’autre”.
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u¯3, p¯3
u1(t)
u2(t)
n
t1
t2
Fig. 4.11 – Adhe´sion en trois dimensions.
Conditions aux limites
Nous imposons le de´placement u1(t) ou la force p1(t) dans la direction tangente
t1 et le de´placement u2(t) ou la force p2(t) dans la direction tangente t2 afin que
le pion de´crive des cercles dont le rayon s’accroˆıt au cours du temps. On a :
u1(t) = u¯1t cos(ωt) , p1(t) = p¯1t cos(ωt)
u2(t) = u¯2t sin(ωt) , p2(t) = p¯2t sin(ωt)
Le de´placement u¯3 ou la force p¯3 sont maintenus constants.
Proprie´te´s e´lastiques et tribologiques
Les valeurs suivantes sont choisies :
seuil de force adhe´sive pM = 1000
e´cart de de´cohe´sion gM = 0.2
rigidite´ adhe´sive γa = 200000
e´cart adhe´sif initial
{
ga0 = 0.0 cas 1
ga0 = 0.2 cas 2
coefficient de frottement µ = 0.0
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Simulations – Nous nous inte´ressons au comportement tridimensionnel de la
force adhe´sive pa dans l’espace.
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Fig. 4.12 – Traction unidirectionnelle.
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Fig. 4.13 – Traction circulaire sans endommagement initial ga0 = 0.0.
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Fig. 4.14 – Traction circulaire avec endommagement initial ga0 = 0.2.
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Commentaires
Les graphes – Lorsque nous effectuons une traction plane unidirectionnelle
(Figure 4.12), nous retrouvons le cas bidimensionnel (Figure 4.10 b)) pe´nalise´. Le
pion e´tant astreint a` se de´placer sur la table, le lobe he´misphe´rique de´ge´ne`re en un
cercle. Nous le voyons (Figure 4.13) par la se´rie de cercles concentriques de´crivant
les zones ou` pa est constant et formant un cone “coniquement creux”3. Aussi, si les
filaments ont de´ja` e´te´ e´tire´s d’une longueur ga0=0.2, on voit apparaˆıtre un disque
de rayon ga0 a` l’inte´rieur duquel les filaments sont enroule´s et en conse´quence ne
fournissent aucun effort (pa=0)4.
Remarque 4.5.4 En faisant de´coller le pion selon une trajectoire de´finie dans
l’espace, on retrouve le lobe he´misphe´rique pour lequel pa est constant.
La convergence – En trois dimensions, trois ite´rations sont ne´cessaires lors
d’un changement de statut en Lagrangien augmente´ et une de moins en pe´nalite´
pour que l’algorithme converge. Lorsque le statut n’e´volue pas entre deux pas de
temps, une seule ite´ration est suffisante.
4.5.5 Conclusion des tests de validation
Ces tests de´montrent la validite´ du mode`le the´orique (tribologique) comme celle
de l’algorithme nume´rique (projection et line´arisation).
3En Lagrangien augmente´, on obtient une pointe conique non creuse.
4Lorsque ga =∞, on obtient alors le plan entier.
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Chapitre 5
Expe´rimentation et calibration
5.1 Introduction
Ce chapitre est consacre´ a` l’expe´rimentation. En effet, il s’agit maintenant de
de´terminer par des expe´riences les parame`tres pM (contrainte limite adhe´sive ou
seuil de de´cohe´sion) et gM (e´cart de rupture) du mode`le propose´ pour une inter-
face d’un mate´riau composite donne´. Ceci afin de pouvoir ensuite effectuer des
e´tudes de la de´cohe´sion dans ce mate´riau. Dans un premier temps, un rappel des
diffe´rentes techniques expe´rimentales existantes pour de´terminer les proprie´te´s
adhe´sives des composites est effectue´. Ces techniques n’e´tant pas tout a` fait
ade´quates pour identifier les parame`tres de notre mode`le, nous verrons dans une
seconde partie la technique expe´rimentale propose´e pour notre mode`le.
5.2 Etude de l’interface et des phe´nome`nes
d’endommagement dans des composites
fibre de verre/re´sine e´poxyde
Il existe plusieurs types de mate´riaux composites. Nous nous restreignons a`
l’e´tude des composites fibreux unidirectionnels. Un nombre important de com-
binaisons de mate´riaux e´tant possible, nous choisissons ensuite une re´sine ther-
modurcissable de la famille des e´poxydes pour la matrice et des fibres en verre.
Le choix d’un composite fibre de verre/matrice e´poxyde est justifie´ par la di-
ponibilite´ et la relative bonne maˆıtrise des techniques de fabrication de re´sine
e´poxyde au sein du LMAF. Aussi, ce type de composite est relativement re´pandu
(notamment en ae´ronautique).
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5.2.1 Ge´ne´ralite´s
Elaboration d’un composite fibre de verre/matrice e´poxyde
Le mate´riau composite est obtenu en coulant de l’e´poxyde qui est une re´sine ther-
modurcissable liquide sur des fibres de verre. L’ajout d’un catalyseur de´clenche
une re´action exothermique qui fournit l’e´nergie ne´cessaire a` la re´ticulation des
chaˆınes de polyme´re (leur liaison) et la solidification de la matrice. Le refroidis-
sement de la matrice et son durcissement cre´e des forces de serrage sur les fibres
(frettage, adhe´rence). De plus, des re´actions chimiques a` l’interface peuvent aussi
intervenir et fortifier cette dernie`re (adhe´sion).
De´finition et caracte´risation d’une interface
L’e´laboration des mate´riaux composites comme tout mate´riau polyphase´ cre´e
des zones de contact, plus ou moins e´tendues entre les constituants, appele´es
interfaces. Par de´finition, une interface est une surface de discontinuite´ entre deux
mate´riaux. Une interface assume a priori la continuite´ ge´ome´trique (continuite´ des
de´placements) et l’e´quilibre statique (transmission des efforts entre deux phases).
Selon sa tribologie, l’interface joue globalement un roˆle me´canique de protection
vis-a`-vis d’un endommagement progressant d’une phase vers l’autre (comme par
exemple une fissure).
Continuite´ ge´ome´trique – L’interface assure cette continuite´ en reliant les
variables de de´placement surfacique ym de la matrice a` y′f de la fibre au sein
d’une variable d’e´tat ge´ome´trique g(ym,y′f). L’interface en re´alite´ est une zone
d’e´paisseur e non nulle (‖g‖ = ‖ym − y′f‖ ≥ e) ou` interviennent de nom-
breux phe´nome`nes et e´tats physico-chimiques comme la porosite´, la diffusion,
des re´actions chimiques, l’humidite´ et des gradients de tempe´rature.
Equilibre statique – Il existe un e´quilibre d’action-re´action des forces a` l’in-
terface entre les forces surfaciques de la matrice pm et celles de la fibre p′f . Selon
la nature de constituants, l’origine de ces forces peut eˆtre physique (forces de
Van der Waals), chimique (liaisons covalentes ge´ne´ralement) ou me´canique (fret-
tage). D’autres phe´nome`nes statiques comme des gradients de contraintes et des
contraintes re´siduelles subsistent aussi a` l’interface en raison de la mise en œuvre
du mate´riau.
Tribologie d’interface – Le comportement de l’interface est mode´lise´ par des
lois tribologiques reliant les variables primales cine´matiques (g) aux variables
duales statiques (p). Quelques caracte´ristiques interfaciales importantes sont le
coefficient de frottement (µ), l’e´nergie d’adhe´sion (w), l’usure (ka,ps) [118]. Dans
le cadre de cette e´tude, d’autres grandeurs me´caniques supple´mentaires (pM , gM ,
γa,. . . ) sont introduites.
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L’influence des caracte´ristiques de l’interface sur les proprie´te´s me´caniques des
composites a e´te´ mise en e´vidence depuis de nombreuses anne´es. Par exemple,
pour les syste`mes verre/e´poxyde, il est souhaitable d’avoir une forte adhe´sion
pour exploiter pleinement les proprie´te´s me´caniques des fibres (Dow [32], Ro-
sen [112]). En revanche, on a mis en e´vidence que dans le cas des composites a`
matrice ce´ramique qu’il e´tait ne´cessaire d’avoir une faible adhe´sion interfaciale
pour conserver une de´formation a` rupture macroscopique du mate´riau e´leve´e (on
tole`re des de´cohe´sions locales le long de l’interface afin que la fibre puisse se
de´former, sinon celle-ci en se rompant favorise la propagation de la fissure a` tra-
vers le mate´riau, voir Budiansky et al. [13]).
On sait ainsi que la progression des endommagements dans le composite peut
eˆtre ralentie si l’on sait jouer des proprie´te´s a` la rupture des interfaces, de sorte
que la de´faillance du mate´riau intervienne le plus tardivement possible lors du
chargement.
L’e´tude comple`te de l’interface se re´ve`le eˆtre complexe, mais essentielle pour la
compre´hension du fonctionnement macroscopique des composites.
5.2.2 Techniques expe´rimentales : principe et the´orie
Les techniques expe´rimentales sont base´es sur des mode`les the´oriques qu’il est
important d’e´tudier afin d’en comprendre le principe expe´rimental et surtout les
informations sur l’interface qu’elles fournissent. Dans le re´sume´ qui suit, nous
nous inspirons largement de la synthe`se effectue´e par Feillard [35] sur les compo-
sites fibre de verre/matrice e´poxyde.
Le test d’arrachement avec le mode`le de Cox (1952)
Le test de de´chaussement consiste a` exercer une traction axiale sur une fibre
encastre´e dans un bloc de matrice (Figure 5.1) jusqu’a` provoquer la de´cohe´sion
a` l’interface et l’extraction de la fibre. Lors de l’essai, on mesure la force exerce´e
sur la fibre en fonction de la longueur encastre´e qui augmente avec la de´formation
de la fibre. Les grandeurs determine´es sont la contrainte de de´cohe´sion σd et la
longueur encastre´e l. Une hypothe`se d’interpre´tation des re´sultats stipule que
lorsque la contrainte de cisaillement a` l’interface τi est e´gale a` la re´sistance de
l’interface a` la de´cohe´sion, une fissure s’amorce et se propage le long de l’interface
entraˆınant une de´cohe´sion quasi-instantane´e et catastrophique. En 1952, Cox [20]
a propose´ le premier mode`le de transfert de charge e´lastique pour l’e´tude des
proprie´te´s me´caniques des mate´riaux fibreux. Les principales hypothe`ses sont :
– Les rigidite´s transversales de la fibre et de la matrice sont identiques et
seule la charge dans la direction de la fibre est transfe´re´e entre la fibre et
la matrice. En conse´quence, la de´formation longitudinale de la matrice est
uniforme tout le long de l’interface.
– La charge transfe´re´e de la matrice vers la fibre de´pend de la relation entre le
de´placement u dans la direction de la fibre a` une distance z d’une extre´mite´
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et le de´placement v de la matrice au meˆme point en l’absence de fibre. Sans
rentrer dans les de´tails analytiques, l’e´quilibre des forces sur un e´le´ment
dz de la fibre nous permet de de´terminer la re´partition de la contrainte
normale dans la fibre :
σf (z) = Ef -(σ)
(
1− coshα
(
L
2 − z
)
coshαL2
)
avec α =
√
2Gm
EfR2f log(
Rm
Rf
)
(5.1)
Rf , Ef : rayon et module e´lastique de la fibre
Em, Gm : module de Young et en cisaillement de la matrice
-(σ) : de´formation applique´e
Rm : rayon du cylindre de matrice subissant un cisaillement en pre´sence de
la fibre
σ
l
L
z
2Rf
2Rm
τi(z)
Fig. 5.1 – Sche´ma du test d’arrachement.
Toujours sur la base du mode`le de Cox, Greszczuk [50] est arrive´ a` exprimer le
cisaillement a` l’interface en fonction de la longueur encastre´e. Le cisaillement le
long de l’interface est donne´ par :
τi(z) =
σα
2piRf
(
coth(α l) cosh(z)− sinh(z)) (5.2)
On en de´duit donc que le cisaillement maximal s’obtient pour z = 0 et ainsi le
cisaillement maximal supporte´ avant de´cohe´sion (lorsque σ = σd) :
τd =
σdα
2piRf
coth(α l) (5.3)
Le test d’arrachement permet par conse´quent de de´terminer la contrainte de
cisaillement interfaciale maximale τd supporte´e par l’interface. Un autre mode de
repre´sentation moins usuel peut eˆtre utilise´ en conside´rant cette fois la contrainte
axiale σd dans la fibre au moment de la de´cohe´sion.
Pour plus de de´tails sur la re´solution analytique d’un test d’arrachement on
pourra se reporter a` l’annexe C.
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Le test de fragmentation avec le mode`le de Kelly et Tyson (1965)
Lorsque la comparaison de syste`mes fibre-matrice implique une e´tude mi-
crome´canique, ce test est employe´ assez syste´matiquement. Il consiste a` exer-
cer un effort de traction sur une e´prouvette de matrice contenant axialement
un monofilament (fibre de verre). En raison de la diffe´rence des de´formations
a` la rupture entre les deux constituants (de´formation a` rupture de la fibre tre`s
infe´rieure a` celle de la matrice), la fibre se rompt en fragments de plus en plus
courts (Figure 5.2). En analysant la longueur moyenne du fragment de filament
2c, nous obtenons des informations sur le transfert de charge entre la fibre et la
matrice. En effet, plus la contrainte de cisaillement transfe´re´e a` l’interface est
e´leve´e, plus la longueur critique du filament 2c sera faible selon :
2c =
σr(2c)Rf
2σy
(5.4)
Avec σr la contrainte a` la rupture moyenne d’une fibre de longueur 2c et σy le
seuil de plastification de la matrice. Ce mode`le suppose que le transfert de charge
est limite´ par la plastification de la matrice le long de l’interface, e´tant donne´
une matrice avec un comportement e´lasto-plastique sans durcissement.
σσ σ
2c
Fig. 5.2 – Principe du test de fragmentation.
Ce test met en e´vidence la fac¸on dont la charge est transfe´re´e entre la matrice
et la fibre. Il apporte une information sur l’e´ventuelle saturation du transfert
de charge due a` une plastification de la matrice. Le parame`tre de´termine´ est la
longueur critique 2c qui indique un bon tranfert de charge lorsqu’il est faible.
Les principaux de´fauts viennent du fait que ce mode`le ne tient pas compte de
la de´cohe´sion interfaciale lors de la mise en charge, et qui suit ge´ne´ralement la
rupture de la fibre, et aussi qu’il ne convient pas sans restriction pour les syste`mes
a` matrice avec un comportement autre qu’e´lasto-plastique.
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Le test de micro-indentation avec le mode`le de Marshall (1980)
L’essai de micro-indentation a pour objet de de´terminer la re´sistance en cisaille-
ment de l’interface lors d’un chargement ponctuel d’une fibre en compression.
Ce test a l’avantage de pouvoir eˆtre mene´ sur une section polie de composite
unidirectionnel re´el. De fac¸on ge´ne´rale, on mesure la force F et le de´placement
u de l’indenteur. Le changement de pente intervenant sur les courbes F = F (u)
est relie´ a` l’amorc¸age et la propagation de la de´cohe´sion le long de l’interface.
F
Fd
u
ud
z
Fig. 5.3 – Principe du test de microindentation.
Le mode`le le plus utilise´ est celui propose´ par Marshall [83] ou` la fibre est suppose´e
cylindrique isotrope et e´lastique et la matrice infiniment rigide. Base´ sur une
approche de type “shear-lag”, ce mode`le suppose l’absence de forces adhe´sives
a` l’interface et uniquement la pre´sence de forces adhe´rentes. Lorsqu’on applique
une force F a` l’aide de l’indenteur (Figure 5.3), il apparaˆıt une zone de glissement
de longueur ls de´butant a` la surface ou` le cisaillement interfacial τi(z) est plus
important que le seuil de glissement −µq0 (q0 est la contrainte re´siduelle normale
a` l’interface, suppose´e constante le long de celle-ci, et µ est le coefficient de
frottement entre le verre et l’e´poxyde). La fibre se de´forme selon cette longueur
de glissement ls et on peut exprimer le de´placement de la fibre, assimile´ a` celui
de l’indenteur en fonction de la force applique´e (voir [85]) :
u =
F 2
4pi2R3fEfτs
(5.5)
ou` F est la force applique´e et τs = −µq0 le seuil de glissement interfacial (frot-
tement). On effectue ensuite un ajustement avec l’expe´rience pour de´terminer la
valeur de τs (voir [83] [61]). Ce mode`le a e´te´ perfectionne´ par la prise en compte
d’un seuil de de´cohe´sion interfaciale (adhe´sion). La de´cohe´sion est amorc¸e´e quand
τi > τd (τd est une valeur seuil de de´cohe´sion), elle est suivie par la propagation
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d’une fissure en mode II (propagation par cisaillement) a` l’interface et d’un glis-
sement de la fibre sur la longueur de´colle´e. Le de´placement de la fibre peut alors
s’e´crire :
u =
F 2
4pi2R3fEfτs
− 2Γ
τs
(5.6)
ou` 2Γ est l’e´nergie de rupture en mode II a` l’interface. L’analyse en contrainte
permet d’exprimer, par analogie a` l’e´nergie de cre´ation de surface, la force seuil
ne´cessaire a` amorc¸er la de´cohe´sion Fd :
ud =
F 2 − F 2d
4pi2R3fEfτs
(5.7)
L’ajustement avec des courbes expe´rimentales de cette e´quation permet de
de´terminer les valeurs de τs et de Fd. Dans ce mode`le, on ne tient pas compte
de l’endommagement de la surface de la fibre ni du fait que le poinc¸onnement
modifie le de´placement apparent de la fibre.
D’autres mode`les ont e´te´ de´veloppe´s ou` le cisaillement n’est plus conside´re´ comme
constant (il de´croit le long de la fibre), et ou` les effets de re´tre´cissement late´ral de
la fibre et de la matrice (Stupkiewicz [121]) ainsi que les contraintes re´siduelles
thermiques sont e´galement prises en compte. Des mode`les de transfert de charge
qui ne font pas d’hypothe`se restrictive sur la nature des constituants ont aussi
e´te´ e´labore´s (voir Shetty [115]), mais reposent aussi sur la the´orie du shear-lag
dont nous connaissons les limites. Un des mode`les le plus complet est celui de
Hsueh [62].
Le test de de´cohe´sion d’une sphe`re d’un plan avec le mode`le de Johnson
et al. (1971)
Cet essai, aussi connu sous le nom de technique de JKR (Johnson–Kendall–
Roberts [69]) consiste a` enfoncer un substrat solide de forme convexe contre un
plan e´lastome`re (Figure 5.4). Apre`s un contact prolonge´ apparaissent des forces
adhe´sives qui de´forment les solides et accroissent l’aire de contact a` l’interface.
La the´orie de JKR est une extension de la the´orie de Hertz du contact d’une
sphe`re rigide sur un demi-espace e´lastique prenant en compte les effets du travail
d’adhe´sion a` l’interface.
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a
-
P
R
δ
zone adhe´sive
Fig. 5.4 – Dispositif expe´rimental de la technique de JKR pour de´terminer w a` force impose´e
P .
En ne conside´rant aucune force adhe´sive, la charge applique´e sur la sphe`re P et
son enfoncement δ sont donne´s par les relations de Hertz :
P =
Ka3
R
(5.8)
δ =
a2
R
(5.9)
ou` a est le rayon du disque forme´ par l’aire de contact. R est le rayon de courbure
de la sphe`re et K ≈ 16 -/9 , avec - le module de Young du demi-plan.
En pre´sence de forces adhe´sives, Johnson et al. observe`rent, avec certains
mate´riaux des rayons a d’aire de contact plus importants que ceux pre´vus par la
the´orie de Hertz. P et δ d’un syste`me avec adhe´sion a` l’e´quilibre sont donne´s par
les relations de JKR :
P =
Ka3
R
−
√
6piKa3w (5.10)
δ =
a2
R
−
√
8piaw
3K
(5.11)
avec w l’e´nergie de Dupre´. Les relations de JKR, adapte´es de celles de Hertz
tiennent notamment compte du fait que w est l’e´nergie ne´cessaire pour cre´er une
zone de contact de rayon a en l’absence de forces adhe´sives. En se servant ensuite
du crite`re de Griffith, Johnson et al. pre´voient que la se´paration des deux sphe`res
a lieu lorsque la charge P devient plus grande qu’une charge critique Pc(w) :
Pc(w) = − 32 piwR (5.12)
Cette the´orie a e´te´ valide´e expe´rimentalement, et pour en savoir plus, on peut se
re´fe´rer a` Johnson et al. [69], Maugis [87], Burnham–Kulik [14] et Woerdeman et
al. [127].
Etude de l’interface et des phe´nome`nes d’endommagement • 165
Re´sume´
– lors d’un essai d’arrachement, on mesure la force de de´cohe´sion associe´e a`
une longueur encastre´e, c’est un crite`re de rupture de l’interface. L’analyse
me´canique fournit une contrainte de de´cohe´sion interfaciale en cisaillement
τd.
– lors d’un essai de fragmentation, on mesure la longueur moyenne des frag-
ments a` saturation 2c. On calcule la longueur critique du syste`me e´tudie´ et
sa capacite´ de transfert de charge.
– lors d’un essai de microindentation, on mesure la force applique´e sur la
fibre et le de´placement de celle-ci. La force de de´cohe´sion Fd et le seuil de
frottement τs sont de´termine´s a` la suite de l’analyse de la courbe F = F (u).
– avec la technique de JKR, on mesure la force applique´e Pc pour se´parer la
sphe`re du demi-plan, puis en se servant de la relation (5.12), on peut en
de´duire le travail d’adhe´sion de Dupre´ w.
Sur les trois premiers tests – Bien que les trois premiers tests sollicitent
tous l’interface, la manie`re dont est applique´ l’effort me´canique est diffe´rente.
Les donne´es extraites de ces tests ne peuvent eˆtre directement compare´es mais
cependant les informations recueillies sont comple´mentaires. Le test d’arrache-
ment donne le seuil de de´cohe´sion au meˆme titre que l’essai de microindentation,
mais la de´formation de la fibre diffe`re en raison de l’effet de Poisson1. Une ana-
lyse fine de ces essais permet de de´terminer un seuil de de´cohe´sion intrinse`que de
l’interface de´pendant de la sollicitation me´canique.
Sur la technique de JKR – Cette technique permet de calculer l’e´nergie
d’adhe´sion w. En se basant sur le comportement du mode`le propose´ dans cette
the`se, le travail d’adhe´sion est l’aire situe´e au dessous du graphe de la loi
d’adhe´sion (Figure 5.5) :
1Les essais d’arrachement et d’indentation sont oppose´s. Cependant sous re´serve de com-
portement line´aire e´lastique (ou du moins e´gal en tension et compression) et de coefficients
de Poisson identiques, pour la fibre et la matrice, ils devraient en principe donner les meˆmes
re´sultats. Pour en savoir plus sur cette comparaison, voir [60].
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g
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gM
pM w = 12 pMgM
Fig. 5.5 – Loi d’adhe´sion et e´nergie de Dupre´ w.
Ainsi, si nous connaissons l’e´nergie de Dupre´ w de l’interface, il n’est ensuite
ne´cessaire que de de´terminer un des parame`tres (pM ,gM) pour en de´duire l’autre,
les trois constantes e´tant lie´es par :
w = 12 pMgM (5.13)
Conclusion
Nous constatons que les trois premiers essais ne permettent pas directement
d’identifier les parame`tres de notre mode`le. Le parame`tre se rapprochant le plus
de pM est τd. Malheureusement, ces essais sollicitant l’interface en cisaillement,
les effets du frottement et de l’adhe´sion sont mal de´couple´s. La de´termination
de w par la technique de JKR va s’ave´rer utile, compte tenu des relations entre
l’e´nergie de Dupre´ et les parame`tres du mode`le.
Comme nous le verrons par la suite, nous allons tenter de mettre au point un type
d’essai nous permettant de nous affranchir des couplages avec le frottement afin
de mesurer directement les proprie´te´s normales d’une interface. En raison de la
formulation de notre mode`le (lobe he´misphe´rique), la connaissance des proprie´te´s
normales devient suffisante.
5.2.3 Les syste`mes matrice e´poxyde/fibre de verre
Dans les expe´riences que nous allons effectuer, nous nous servirons de re´sine
e´poxyde, de verre et d’un liant qui augmente les proprie´te´s interfaciales. Les
syste`mes matrice e´poxyde/fibre de verre sont constitue´s de plusieurs composants.
Les composants
Epoxyde – Les matrices e´poxydes sont des me´langes de polyme`res thermo-
durcissables constitue´s d’une re´sine e´poxyde et d’un durcisseur amine´. A ces
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deux constituants peuvent s’ajouter des diluants qui ont pour but de diminuer la
viscosite´ de la re´sine ; mais ils re´duisent la re´ticulation entre les chaˆınes macro-
mole´culaires. L’usage de catalyseurs permet d’augmenter la vitesse de re´ticulation
ou d’abaisser la tempe´rature de mise en œuvre.
Les re´sines e´poxydes re´sultent de l’action de l’e´pichlorhydrine sur des polyal-
cools aromatiques. La densite´ des polyalcools est a` l’origine de celles des pro-
prie´te´s des re´sines obtenues. Les caracte´ristiques physico-chimiques des re´sines
e´poxydes sont essentiellement fonction de la taille de la chaˆıne polyme´rique, elle
meˆme de´termine´e par le rapport mole´culaire des re´actifs. Les groupements e´poxy
re´agissent avec les groupements amine du durcisseur pour former un polyme`re
a` structure tridimensionnelle. L’ouverture des cycles e´poxy par les durcisseurs
appele´s agents de re´ticulation conduit a` des pontages entre mole´cules.
La tempe´rature de re´ticulation de´pend de la nature chimique du couple re´sine-
durcisseur. Les amines aliphatiques sont re´actives a` tempe´rature ordinaire alors
que les amines aromatiques de type DDS (diaminodiphe´nylsulfone) ou DDM (di-
aminodiphe´nylme´thane) ne´cessitent une tempe´rature plus e´leve´e ou l’emploi d’un
catalyseur. On peut caracte´riser toute re´sine e´poxyde par son taux de polycon-
densation (cristallinisation), qui influence notamment l’opacite´ de la re´sine et ses
proprie´te´s me´caniques. Les taux du me´lange doivent eˆtre relativement pre´cis car
ils influencent de manie`re non ne´gligeable les proprie´te´s de la re´sine durcie. Une
re´sine e´poxyde typique a une densite´ de ρe´p = 1300 kg/m3, un module de Young
-e´p compris entre 3 et 5 GPa, une contrainte a` la rupture d’environ σre´p = 70
MPa et un coefficient de Poisson situe´ aux alentours de νe´p = 0.4.
Verre – Les oxydes principaux constituant un verre sont la silice, l’alumine et
la chaux. Un verre classique contient 53% de silice, 15% d’alumine et 22% de
chaux tandis qu’un verre me´canique contient 60% de silice, 25% d’alumine et 9%
de chaux. C’est a` Al2O3 et a` CaO que revienent le roˆle d’augmenter la contrainte
a` la rupture et les proprie´te´s die´lectriques. En moyenne, un verre a une densite´ de
ρv = 2300 kg/m3, un module de Young -v = 70 GPa, une contrainte a` la rupture
de σrv = 3 GPa, et un coefficient de Poisson de νv = 0.2.
Silane (liant) – Les composites fibres de verre/matrice organique posse`dent
a` priori un handicap majeur : leur sensibilite´ a` l’hydrolyse des liaisons cova-
lentes fibre-matrice. L’eau est soit adsorbe´e en surface du verre par les groupes
hydroxyles (–OH) soit chimisorbe´e pour la cre´ation de groupes hydroxyles en sur-
face. L’adsorption s’effectue sur les oxydes de la surface du verre (Na2, CaO, ...)
qui sont pre´sents de fac¸on significative. On peut noter enfin qu’une monocouche
d’eau est toujours pre´sente a` la surface du verre.
Les silanes organofonctionnels sont utilise´s depuis pre`s d’une quarantaine
d’anne´es pour limiter cet effet. Leur structure ge´ne´rale est Y–R–Si(OCH3)3 ou`
Y est un groupement re´actif du polyme`re tels les groupes me´thacrylate, amine,
e´poxy ou stire`ne ; ils sont lie´s a` l’atome de silicium par une liaison covalente tre`s
stable. Ces compose´s qui sont des hybrides de compose´s organiques et inorga-
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niques, ont e´galement une action sur le mouillage, la rhe´ologie de la matrice et
enfin ils facilitent les ope´rations de manipulation des fibres.
En raison de leur caracte`re hybride, les silanes e´tablissent un lien entre fibre et
matrice qui limite tre`s efficacement l’hydrolyse du verre. Une forte teneur en si-
lane change les proprie´te´s me´caniques de la matrice et de´place le point de rupture
du syste`me de l’interface vers la matrice. Cependant, la nature de la liaison entre
le silane et les autres constituants est encore en partie mal connue.
Les liaisons
Liaison silane-matrice – Bien que la liaison entre silane et matrice soit sou-
vent repre´sente´e comme une monocouche de silane formant un pontage covalent
entre fibre et matrice, la re´alite´ est plus complexe. Le silane hydrolyse´ est vraisem-
blablement sous forme de plusieurs monocouches en surface. Apre`s e´vaporation
du solvant, le silane se condense en groupements siloxane (–Si–0–Si), oligome`res
qui assurent la liaison avec le polyme`re tant que leur solubilite´ est suffisante.
Dans le cas de re´sines thermodurcissables, ces compose´s siloxanes construisent
un re´seau polyme´rique ou` les deux composants s’interpe´ne`trent. La formation de
cette liaison a un caracte`re irre´versible.
Liaison silane-verre – A l’oppose´, la liaison verre-silane posse`de un tre`s fort
caracte`re ionique duˆ a` la formation de liaisons oxanes (–Si–0–V) a` l’interface
(V repre´sente le substrat de verre). Le silane est ge´ne´ralement applique´ sur les
fibres a` partir de solutions aqueuses ou` se forment des groupements silanols.
Ces groupements sont maintenus en surface du substrat par l’interme´diaire de
liaisons hydroge`ne. Apre`s e´vaporation du solvant, ils se condensent et forment
les liaisons siloxanes avec la surface du verre. Le caracte`re re´versible de la liaison
verre/silane peut eˆtre mis en e´vidence par une exposition prolonge´e dans l’eau,
puis un se´chage. L’hydrolyse des liaisons siloxane entraˆıne la chute des proprie´te´s
me´caniques qui sont restitue´es lors du se´chage, avec la reformation de ces liaisons.
Liaison verre-silane-matrice – D’autres the´ories ont e´te´ avance´es pour expli-
quer la liaison globale verre/silane/polyme`re, en particulier celles qui accordent
une attention pre´ponde´rante a` la mouillabilite´ et aux e´nergies de surface des
constituants. Pour un mouillage par le polyme`re de la surface de verre en-
sime´e, la tension de surface du verre doit eˆtre infe´rieure a` celle du polyme`re.
Inde´pendamment, le verre est, comme la plupart des substrats mine´raux, re-
couvert d’une couche d’eau en raison de l’humidite´ atmosphe´rique. Cela a pour
conse´quence de limiter la mouillabilite´.
Essais de traction • 169
5.3 Essais de traction d’une e´prouvette e´poxyde
avec lame de verre
L’objectif de l’essai est de de´terminer les proprie´te´s me´caniques de la liaison
verre-silane-matrice dans le cadre du mode`le. Notamment, il s’agit d’e´valuer la
contrainte de traction adhe´sive maximale pM et l’e´cart de de´cohe´sion gM . Nous
supposons que la rigidite´ interfaciale γa est infiniment grande. En effet, pour cer-
taines colles, cette rigidite´ doit eˆtre prise en compte mais dans le cas de l’inter-
face e´tudie´e, elle est suffisamment e´leve´e pour eˆtre conside´re´e comme infiniment
grande.
5.3.1 Principe
Le principe de l’expe´rience consiste a` mouler une e´prouvette de traction classique
en re´sine e´poxyde avec la particularite´ qu’en son centre est intercale´e une pla-
quette de verre. Ainsi, avec l’interface plane entre le verre et la re´sine sollicite´e
dans la direction normale, nous espe´rons obtenir les proprie´te´s adhe´sives sans ef-
fets tangents de frottement, contrairement aux trois premiers tests expe´rimentaux
vus pre´ce´demment. La figure 5.6 suivante nous montre l’illustration et les dimen-
sions d’une telle e´prouvette :
180
60
8
3
110
20
R60
Fig. 5.6 – Eprouvette de traction avec lame de verre. Les dimensions sont exprime´es en mm.
L’essai de traction d’une telle e´prouvette met en jeu trois e´le´ments en se´rie : la ma-
trice e´poxyde, l’interface et le verre. Compte tenu des conside´rations pre´ce´dentes,
la matrice e´poxyde et le verre sont deux e´le´ments de´formables. En effectuant des
essais de traction sur ce type d’e´prouvette, nous espe´rons obtenir des informa-
tions sur le comportement en de´cohe´sion de l’interface. Il faut donc s’affranchir
170 • Expe´rimentation et calibration
des effets des de´formations de l’e´poxyde et du verre pour distinguer le comporte-
ment interfacial. Pour e´valuer les effets duˆs a` la de´formation de l’e´poxyde, ceux-ci
seront compare´s a` l’essai de traction d’une e´prouvette sans e´chantillon de verre.
Nous supposerons aussi que duˆ a` sa rigidite´ e´leve´e et a` sa faible e´paisseur que le
verre ne se de´forme pratiquement pas lors de tels essais. Ainsi, par soustraction,
il est pre´vu d’en de´duire le comportement de l’interface.
5.3.2 Etude pre´liminaire de l’essai
Une premie`re simulation nume´rique de l’essai de traction a e´te´ effectue´e. Les
dimensions de l’e´prouvette sont celles de la figure 5.6. Il s’agit ici de ve´rifier dans
un premier temps l’hypothe`se selon laquelle la de´formation du verre peut eˆtre
ne´glige´e. Ensuite, cette analyse permettra de de´terminer l’e´tat des contraintes
dans une telle e´prouvette et d’en tirer quelques conclusions. L’interface est ici
suppose´e parfaite c’est-a`-dire que sa rigidite´ est infinie et qu’elle ne s’endommage
pas. La simulation consiste a` encastrer une extre´mite´ de l’e´prouvette et a` imposer
un de´placement a` l’autre. Les constantes suivantes sont utilise´es :
module d’e´lasticite´ du verre -v = 70GPa
module d’e´lasticite´ de l’e´poxyde -e´p = 3GPa
Premie`re simulation – Nous conside´rons des coefficients de Poisson nuls pour
les deux mate´riaux :
coefficient de Poisson du verre νv = 0
coefficient de Poisson de l’e´poxyde νe´p = 0
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Fig. 5.7 – Simulation nume´rique d’un essai de traction. Contraintes de Von Mises avec
Ev = 70 GPa, νv = 0, Ee´p = 3 GPa, νe´p = 0.
Comme attendu (Figure 5.7), on constate que la forme de l’e´prouvette choisie
permet d’obtenir un e´tat de contrainte homoge`ne au niveau de l’interface et
la re´partition des contraintes est identique a` celle d’une e´prouvette qui serait
uniquement constitue´e d’e´poxyde. Toutefois, la contrainte de traction subit
une augmentation d’un peu moins de 0.7 % par rapport a` une e´prouvette sans
plaque de verre pour un meˆme de´placement impose´. Cela confirme la supposition
selon laquelle l’influence du verre sur le module d’e´lasticite´ de l’e´prouvette est
ne´gligeable. Ceci est duˆ notamment au choix d’une plaquette de verre aussi
mince que possible et au module e´lastique e´leve´ du verre par rapport a` l’e´poxyde.
Seconde simulation – Une seconde simulation nume´rique est effectue´e cette
fois-ci en tenant compte des coefficients de Poisson du verre et de l’e´poxyde :
coefficient de Poisson du verre νv = 0.2
coefficient de Poisson de l’e´poxyde νe´p = 0.4
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Fig. 5.8 – Simulation nume´rique d’un essai de traction. Contraintes de Von Mises avec
Ev = 70 GPa, νv = 0.2, Ee´p = 3 GPa, νe´p = 0.4.
Nous constatons (Figure 5.8) que duˆ a` l’effet Poisson (le verre se de´formant
late´ralement beaucoup moins que l’e´poxyde), il apparaˆıt des concentrations de
contraintes aux areˆtes (notamment aux coins) de l’interface des e´prouvettes. Les
filaments auront donc tendance a` se rompre dans ces re´gions. Imaginons main-
tenant qu’un nombre δb de filaments se rompent. Si la charge est maintenue, les
autres filaments compensent cette perte en supportant une charge plus e´leve´e.
Il est clair que d’autres filaments dans les re´gions critiques s’endommageront
aussi, entraˆınant ainsi d’autres filaments et ainsi de suite jusqu’a` la de´cohe´sion
totale. Le phe´nome`ne de de´cohe´sion dans cette configuration, similaire a` la pro-
pagation d’une fissure est un phe´nome`ne instable et extreˆmement rapide et qui
aura par conse´quent toujours tendance a` se propager a` partir des extre´mite´s. Ce
phe´nome`ne sera accentue´ par les imperfections au niveau des areˆtes de l’interface
duˆes au retrait apre`s le coulage ainsi qu’a` la pre´sence de nombreuses micro-fissures
a` la surface du verre et dans l’e´poxyde. La contrainte locale maximale aux areˆtes
(qui sera celle de la de´cohe´sion) est environ 3 fois plus e´leve´e que celle applique´e.
Il faudra en tenir compte lors de l’e´valuation des parame`tres.
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5.3.3 Re´alisation
Moule
Le moule a e´te´ re´alise´ en plexiglas en raison de sa capacite´ a` faciliter le
de´moulage de la pie`ce, et aussi parce que nous avons une bonne visibilite´ de
l’inte´rieur de celui-ci lorsque nous effectuons notre coulage (controˆle de l’appari-
tion d’e´ventuelles bulles d’air dans l’e´poxyde visqueux). Notre moule est compose´
principalement de quatre pie`ces, ce qui le rend entie`rement de´montable et facilite
ainsi le de´moulage.
Elaboration des composants
– Verre : Nous avons deux types de paralle´pipe`des de verre :
– Type 1 : dimensions 8×10×2 mm
– Type 2 : dimensions 8×10×3 mm
Nous traitons pendant quelques minutes ces paralle´pipe`des de verre dans
une solution de silane. Ils sont ensuite stocke´s dans des capsules conte-
nant des pastilles absorbantes d’humidite´ (Gel de Silice) afin d’e´viter toute
re´action des surfaces traite´es avec l’humidite´ de l’air ambiant. Sinon, le
silane s’oxyde tre`s vite et perd alors ses proprie´te´s chimiques (voir [109]).
– Epoxyde : L’e´poxyde que nous fabriquons s’obtient par un me´lange de
trois composants :
– DER 330 : re´sine e´poxyde (35g)
– DER 732 : re´sine e´poxyde (15g)
– DEH 24 : agent durcisseur (10g)
Ces quantite´s stœchiome´triques sont le´ge`rement diffe´rentes de celles que
l’on peut trouver dans la litte´rature, qui correspondent la plupart du temps
a` des quantite´s dose´es industriellement et donc plus pre´cise´ment. Notam-
ment par un surdosage de durcisseur, il s’agit d’obtenir de l’e´poxyde ayant
des proprie´te´s correctes (les proprie´te´s me´caniques de l’e´poxyde obtenue
e´tant tre`s sensibles au dosage des diffe´rents composants) et variant peu
malgre´ l’impre´cision de la balance (qui donne des mesures au gramme pre`s).
Ces trois produits sont me´lange´s a` 60o afin que les composants deviennent
plus visqueux afin qu’ils se me´langent mieux. Ceci cre´e des bulles d’air
dans le me´lange, qui est ensuite passe´ sous vide quelques minutes afin de
les e´liminer. Ce passage sous vide e´vapore le durcisseur (influence sur les
proprie´te´s me´caniques) et parfois emballe la re´action. Il doit eˆtre limite´ au-
tant que possible.
Pour en savoir plus sur le traitement au silane et sur l’e´laboration d’e´poxyde
au LMAF, on pourra se reporter a` Studer [120].
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Processus d’e´laboration d’une e´prouvette
L’e´laboration d’une e´prouvette se fait par les e´tapes suivantes (Figure 5.9) :
– Traitement du moule avec un agent de de´moulage (QZ 13).
– Assemblage du moule, insertion et centrage du verre a` l’aide des cales et de
la vis pre´vues a` cet effet.
– Coulage de l’e´poxyde liquide de la premie`re partie de l’e´prouvette.
– Durcissement 12 heures, retournement du moule et coulage de la seconde
partie.
– Durcissement 12 heures et de´moulage.
Assemblage du moule
Coulage de la premie`re moitie´
Coulage de la seconde moitie´De´moulage
e´poxyde
verre
moule
(12h)
(12h)
Fig. 5.9 – Processus d’e´laboration d’une e´prouvette.
Les e´prouvettes sont ensuite identifie´es selon la date de leur fabrication et une
marque permet de distinguer l’interface ayant e´te´ constitue´e en premier. En effet,
l’interface cre´e en dernier est celle dont la face de verre silanise´ sera, malgre´ toutes
nos pre´cautions, expose´e le plus longtemps a` l’humidite´ de l’air ambient, donc en
the´orie plus faible me´caniquement. Il s’agira d’observer si c’est toujours la meˆme
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face qui ce`de lors de l’essai de traction. Ci-dessous (Figure 5.10), nous avons une
image repre´sentant une e´prouvette au niveau de l’interface.
verre
e´poxyde
marque
date
bulle d’air
Fig. 5.10 – Eprouvette de verre obtenue. Noter la pre´sence de quelques bulles d’air.
5.3.4 Essais et re´sultats
Nous avons effectue´ des essais de traction sur la machine MTS a` disposition au
LMAF. L’e´prouvette est fixe´e a` l’aide de mors interme´diaires a` “action-ciseau”
(conc¸us pour les plastiques rigides et les composites) eux meˆmes fixe´s a` la ma-
chine par des mors a` pression hydraulique. Un extensome`tre de d0 = 50 mm
de largeur entre ses couteaux permet de mesurer la de´formation du corps de
l’e´prouvette. Les essais sont tous effectue´s en de´placements impose´s. La figure
suivante (Figure 5.11) illustre le dispositif expe´rimental.
e´prouvette
mors a` pression hydraulique
mors
interme´diaires
capteur de force
extensome`tre
Fig. 5.11 – Dispositif expe´rimental de l’essai de traction sur machine MTS.
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Traction d’une e´prouvette simple
Lors du coulage de chaque partie de l’e´prouvette, nous coulons e´galement avec
le meˆme me´lange une e´prouvette te´moin uniquement consitue´e d’e´poxyde avec
laquelle nous effectuons des essais de charge/de´charge. Nous obtenons une courbe
force–de´placement line´aire car nous sollicitons le mate´riau dans son domaine
line´aire-e´lastique (Figure 5.12).
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Fig. 5.12 – Courbe contrainte σ-de´formation E pour un essai de traction e´lastique.
On calcule un module d’e´lasticite´ moyen des e´prouvettes de 2, 2 GPa, ce qui est
acceptable pour une re´sine e´poxyde. Nous ve´rifions aussi que l’e´cart moyen du
module d’e´lasticite´ des e´prouvettes n’exce`de pas ±5%. Ceci garantit que les deux
moitie´s en e´poxyde constituant une e´prouvette avec plaquette de verre ont des
proprie´te´s quasiment identiques malgre´ le fait qu’elles n’aient pas e´te´ coule´es a`
partir du meˆme me´lange.
Traction d’une e´prouvette avec verre
Nous avons effectue´ des essais de traction avec une e´prouvette contenant du verre
jusqu’a` la rupture de l’interface. Les re´sultats d’une courbe force-de´formation
typique est la suivante (Figure 5.13) :
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Fig. 5.13 – Courbe force-de´formation avec rupture de l’interface.
Qualitativement, la rupture de l’interface est un phe´nome`ne extreˆmement rapide
accompagne´ d’un craquement sonore. La force applique´e a` l’e´prouvette chute
brusquement a` zero. Nous voyons que les deux parties de l’e´prouvette s’e´cartent
d’une distance j d0 (d0 = 50 mm). Ceci re´sulte de plusieurs phe´nome`nes qui
apparaˆıssent lorsque la contrainte s’annule :
– Le corps de l’e´prouvette entie`re, ainsi que toutes les pie`ces du syste`me
monte´es en se´rie reprennent leur longueur initiale. j de´pend en effet de la
contrainte de de´cohe´sion de l’interface.
– La boucle de re´glage, recevant un signal brusquement nul n’a pas le temps
d’ajuster la force applique´e.
– L’onde de choc accroˆıt parfoit cette distance provoquant le pivotement des
deux moitie´s de l’e´prouvette et de´stabilisant le montage de l’extensome`tre.
De´termination expe´rimentale de pM
Nous avons re´pe´te´ l’essai de traction sur un certain nombre d’e´prouvettes. Nous
avons teste´ 20 e´prouvettes re´parties selon le type de la plaquette de verre :
Type de la plaquette de verre Nombre d’e´prouvettes
verre de 2 mm d’e´paisseur, silanise´ 4
verre de 3 mm d’e´paisseur, non silanise´ 3
verre de 3 mm d’e´paisseur, silanise´ 13
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Chaque e´prouvette est charge´e jusqu’a` la rupture de l’interface, et on note la
force maximale FM supporte´e. On obtient le diagramme suivant (Figure 5.14) :
groupe 1 groupe 2 groupe 3
N
FM (N)
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200
Fig. 5.14 – Nombre d’e´chantillonsN en fonction de la force maximale de rupture de l’interface
FM .
Afin de mieux interpre´ter les re´sultats, les e´chantillons ont e´te´ re´partis en plu-
sieurs groupes. Le groupe 1 est constitue´ des e´chantillons dont le verre n’est pas
traite´ au silane. Le groupe 2 concerne des e´prouvettes pre´sentant un nombre re-
lativement important de bulles d’air au niveau de l’interface et le groupe 3 en
pre´sente moins ou pas du tout.
Interpre´tation des re´sultats – Fait bien connu, le traitement au silane
ame´liore la re´sistance de l’interface comme le montre le groupe 1. Certains
e´chantillons non traite´s au silane se rompent de´ja` au de´moulage.
On constate que le groupe 3 posse`de une re´sistance bien meilleure que le groupe 2.
Ceci est duˆ a` l’influence de bulles d’air a` l’interface. L’observation au microscope
d’une e´prouvette rompue appartenant au groupe 2 apporte plus de pre´cisions
(Figure 5.15).
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Fig. 5.15 – Etat de surface d’une e´prouvette du groupe 2 apre`s rupture.
On constate que la de´cohe´sion est de´vie´e a` l’interface et elle se propage a`
l’inte´rieur de l’e´poxyde sous forme d’une fissure. En effet, la pre´sence de bulles en-
traˆıne des imperfections au niveau de l’interface qui sont l’amorce de fissures dans
un mate´riau fragile comme l’e´poxyde. On comprend ainsi pourquoi sa re´sistance
est moins importante lorsqu’il subsiste des bulles d’air a` l’interface :
– La de´cohe´sion se transforme en une propagation de fissure a` l’inte´rieur de
l’e´poxyde, provoquant une rupture pre´mature´e.
– La surface adhe´sive e´tant moins importante, l’intensite´ des concentra-
tions de contraintes s’accroˆıt. Le seuil de rupture d’interface diminue par
conse´quent.
Les e´prouvettes du groupe 3 ont une surface apre`s rupture lisse. On peut en
conclure qu’ils sont plus repre´sentatifs de la re´sistance de l’interface. Compte
tenu de ces conside´rations, on peut estimer que l’interface peut supporter une
force d’environ 1000 N. Ceci e´quivaut a` une contrainte maximale de 12, 5 MPa
qu’il faut multiplier par le facteur de concentration de contrainte (×3, obtenu
par les simulations nume´riques de l’e´tude pre´liminaire) pour obtenir pM ≈ 37, 5
MPa pour une interface verre/e´poxyde silanise´e.
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Quelques constatations –
Remarque 5.3.1 Dans la se´rie d’essais effectue´s on note qu’il n’y a pas de
corre´lation entre laquelle des deux interfaces se rompt et la chronologie de leur
e´laboration. C’est tantoˆt la dernie`re interface cre´e´e qui se rompt, tantoˆt l’autre.
On constate meˆme que les e´prouvettes dont la rupture s’effectue selon les inter-
faces cre´e´es en dernier sont le´ge`rement plus nombreuses. Le traitement au silane
a donc e´te´ convenablement conserve´.
Remarque 5.3.2 Nous n’observons aucune relation entre la date de cre´ation
de l’e´prouvette et son seuil de rupture. Ceci indique que la conservation a` l’air
ambient des e´prouvettes n’a pas affecte´ leurs proprie´te´s me´caniques.
Remarque 5.3.3 Le seuil de plastification de l’e´poxyde est d’environ 70 MPa.
La rupture de l’interface s’effectue bien avant ce seuil.
Remarque 5.3.4 Nous n’observons aucune diffe´rence de comportement
me´canique des e´prouvettes comportant une plaquette de verre de 2 mm et celles
de 3 mm. Les e´prouvettes de 2 mm sont cependant plus de´licates a` manipuler car
elles sont plus fragiles et le serrage du moule entraˆıne parfois leur morce`lement.
De´termination expe´rimentale de gM
L’essai que nous effectuons provoque une de´cohe´sion quasi-instantane´e. Le
phe´nome`ne est instable, ce qui le rend difficile a` observer. De plus, les effets
du retrait des parties e´lastiques, malgre´ la sensibilite´ de notre extensome`tre ne
nous permet pas de mesurer l’e´cart adhe´sif maximal gM avec ce type d’e´ssai.
Pour tenter de ralentir la progression du phe´nome`ne et pour e´liminer tout effet
e´lastique, l’e´prouvette va eˆtre stabilise´e par deux autres e´prouvettes sans verre
colle´es en paralle`le (Figure 5.16) :
e´poxyde
verre
colle
Fig. 5.16 – Stabilisation d’une e´prouvette. Le collage est effectue´ par de l’e´poxyde meˆme,
qui est aussi utilise´ dans la pratique comme une colle.
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On effectue un essai de traction jusqu’a` la rupture d’une des deux interfaces, et
par soustraction des effets e´lastiques connus des deux e´prouvettes stabilisantes
de´terminer le comportement de l’interface. La courbe force-de´formation pour de
tels essais est la suivante (Figure 5.17) :
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Fig. 5.17 – Courbe force-de´formation avec rupture de l’interface d’une e´prouvette stabilise´e.
Interpre´tation des re´sultats – Les trois e´prouvettes e´tant en paralle`le, la
rigidite´ totale avant la rupture de l’interface est de -av = 3-e´p. Ensuite, cette
rigidite´ passe brusquement a` une valeur infe´rieure de´pendant de l’aire des sur-
faces colle´es. L’essai est aussi instable que le pre´ce´dent. La rupture a aussi lieu
instantane´ment, et en raison de la de´formation e´lastique des zones non-colle´es
et du mauvais conditionnement de la boucle de re´glage, on observe un saut de
de´formation. Par contre on peut en de´duire l’e´nergie dissipe´e lors de la rupture.
En effet, il est possible de retracer le chemin suivi par la force en prolongeant
la seconde partie de la courbe. On obtient ainsi la contrainte imme´diatement
apre`s la rupture de l’interface et ensuite l’e´nergie dissipe´e s’obtient en effectuant
la diffe´rence de l’e´nergie e´lastique avant avec celle apre`s la rupture. On trouve
donc :
We = d0
( 1
2 -avE
2
r − 12 -apE2r
)
= 12 d0E
2
r (-av − -ap) ≈ 288 J·m−2 (5.14)
Cette e´nergie dissipe´e n’est cependant pas l’e´nergie de Dupre´ w car ce terme
contient aussi l’e´nergie e´lastique des zones non-colle´es.
Meˆme “stabilise´e”, l’e´prouvette de traction avec lame de verre intercale´e permet
d’estimer la contrainte d’adhe´sion pM mais pas l’e´cart a` la rupture gM . D’autres
expe´riences (de traction) de conception diffe´rentes devront eˆtre conc¸ues a` cette
fin.
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Estimation de l’e´cart a` la rupture gM – L’expe´rience propose´e ne permet-
tant de de´terminer qu’en partie les parame`tres attendus, on peut cependant utili-
ser certaines donne´s disponibles dans la litte´rature pour estimer gM . Woerdeman
et al. [127] ont mesure´ par la technique de JKR l’e´nergie de Dupre´ d’interfaces
e´poxyde/verre traite´es au silane comprises entre 40 mJ · mm−2 et 80mJ·mm−2.
En se basant sur une e´nergie de Dupre´ w ≈ 70mJ ·mm−2, et en se servant de
pM de´termine´ auparavant, on peut calculer a` l’aide de (5.13) un e´cart adhe´sif
gM ≈ 3.73E−6 mm.
Commentaires –
Commentaire 5.3.1 L’e´nergie e´lastique dissipe´e lors du retrait des e´le´ments
de´forme´s masque l’e´nergie de Dupre´ qui est comparativement plus faible. Pour
de´terminer celle-ci, il faut donc faire appel a` un autre type d’essai.
Commentaire 5.3.2 La de´termination de gM en pre´sence d’une interface a` rup-
ture fragile est une taˆche ardue. En effet, il faut soit arriver a` stabiliser la fissure
en modifiant par exemple la forme de l’e´prouvette (e´prouvettes en forme de sou-
pape) ou bien utiliser des e´quipements (came´ra, extensome`tre) ultra-sensibles.
Une autre alternative consiste a` combiner l’essai non stabilise´ sur l’e´prouvette
avec plaquette de verre a` la technique de JKR pour de´terminer pM et w dans un
premier temps, puis en de´duire gM a` l’aide de (5.13).
Commentaire 5.3.3 L’e´cart adhe´sif calcule´ a une valeur comparable a` une dis-
tance mole´culaire. Ceci est bon signe puisque l’adhe´sion est un phe´nome`ne ayant
lieu a` un niveau mole´culaire.
Chapitre 6
Applications nume´riques
6.1 Introduction
L’objet de ce chapitre est de valider notre mode`le analytique-nume´rique en le
comparant a` des mode`les analytiques classiques et d’illustrer par des simulations
nume´riques comment il peut aider a` mieux comprendre la de´cohe´sion dans les
mate´riaux composites.
Premie`rement, une se´rie de simulations du contact avec adhe´sion d’un poinc¸on
plat, sphe´rique, conique convexe et conique concave, axisymme´trique rigide sur un
demi-espace e´lastique sera effectue´e. Elle permettra dans un premier temps de va-
lider notre mode`le d’adhe´sion par comparaison des re´sultats nume´riques avec les
solutions analytiques existantes (voir Maugis [86], Maugis–Barquins [88] [89] [6]).
On ve´rifiera tout d’abord la qualite´ de la solution avec adhe´sion parfaite, c’est-a`-
dire lorsque les filaments restent intacts. L’analyse de la de´cohe´sion de ce type de
proble`me e´tant effectue´e par les outils de la me´canique de la rupture (e´quilibre
e´nerge´tique, introduit pour ce type de proble`me par Kendall (1971) et Johnson et
al. (1971)), nous pourrons ensuite effectuer une comparaison entre cette approche
et celle propose´e. Ceci nous permettra entre autres d’e´valuer notre mode`le par
rapport aux the´ories “classiques” de l’adhe´sion, notamment celle de Johnson et
al. [69].
Deuxie`mement, une simulation nume´rique du test d’arrachement d’une fibre
plante´e dans une matrice sera effectue´e. Cette fois-ci, nous comparerons la solu-
tion nume´rique avec la solution analytique axisyme´trique obtenue par la me´thode
du “shear-lag” de Kim et Mai [73]. Nous mettrons en e´vidence par des simula-
tions de propagation de la de´cohe´sion les avantages du mode`le propose´.
Une dernie`re simulation d’une fissure se propageant a` travers une plaque en re´sine
renforce´e par une seule fibre transverse montrera notamment la forme du front
de fissure a` l’approche de la fibre, sa de´viation le long de l’interface et/ou la
poursuite de sa propagation a` travers la matrice. Bien que des solutions ana-
lytiques base´es sur la me´canique de la rupture existent en deux dimensions, le
proble`me reste entier en trois dimensions a` cause de la complexite´ de la configura-
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tion. Plusieurs tentatives nume´riques (Bower–Ortiz [10] [11], Xu et al. [129], Xu–
Bower–Ortiz [128], van den Heuvel et al. [56], Monerie [90], Sukumar et al. [122],
et Pietrzyk [102]) relativement re´centes nous serviront de base de comparaison
pour cette simulation. Bien entendu, nous nous servirons aussi de re´sultats plus
classiques sur l’e´tat de contraintes autour d’une fissure en trois dimensions (Ben-
them [8], Nakamura–Parks [95]) ainsi que sur la rupture de la matrice dans les
composites fibreux (Budiansky et al. [13], Ananth et al. [4], Bennett et Young [7]).
De plus, des expe´riences de propagation d’une fissure dans une matrice renforce´e
par une fibre ont aussi e´te´ effectue´es au LMAF dans le cadre d’un autre pro-
jet par Humbert (non publie´es). La configuration de ses essais est quasiment la
meˆme et on pourra en tirer certaines conclusions d’ordre global sur les simulations
nume´riques.
6.2 Contact adhe´sif d’un poinc¸on axisyme´trique
rigide sur un demi-espace e´lastique
6.2.1 Ge´ne´ralite´s
Dans cette section, nous e´tudions l’adhe´sion d’un poinc¸on rigide colle´ contre un
demi-espace e´lastique. Le frottement n’est ici pas pris en compte. L’e´tude est
mene´e pour des poinc¸ons de profil diffe´rents. Nous e´tudions successivement un
poinc¸on plat, sphe´rique, conique convexe et conique concave. Les simulations
nume´riques sont effectue´es dans une configuration axisyme´trique. L’analyse se
divise en deux e´tapes :
– Etude adhe´sive e´lastique : Il s’agira de comparer la contrainte et la
de´forme´e a` l’interface avec des solutions analytiques (que l’on peut trouver
dans Maugis [87]) lorsque le poinc¸on subit une compression et une trac-
tion par rapport au demi-espace e´lastique. Ici, les filaments adhe´sifs sont
suppose´s eˆtre infiniment re´sistants (pM =∞).
– Etude de la de´cohe´sion : En se servant de la me´thode d’e´quilibre
e´nerge´tique de la me´canique de la rupture pour ce type de proble`me (uti-
lise´ pour la premie`re fois par Kendall (1971), puis notamment par Johnson
et al. (1971)), le crite`re de Griffith permet de trouver un point d’e´quilibre
instable a` partir duquel la de´cohe´sion se propage. Ce point d’e´quilibre cri-
tique est obtenu en e´crivant l’e´galite´ entre le taux de restitution d’e´nergie
G et l’e´nergie de Dupre´ w de l’interface. Apre`s une e´tude de stabilite´ de la
de´cohe´sion, un travail d’adhe´sion identique a` w est conside´re´ a` l’interface
pour les simulations nume´riques et les deux approches sont compare´es.
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On peut conside´rer le proble`me du poinc¸on axisyme´trique plat qui suit comme
un proble`me mode`le. En effet, la meˆme de´marche est adopte´e pour les autres
formes de poinc¸on, et notamment le meˆme maillage le´ge`rement adapte´ est repris
pour les trois proble`mes qui suivent. De plus, les simulations ont e´te´ effectue´es
en se servant de la technique du Lagrangien augmente´. La diffe´rence avec la
solution obtenue par la me´thode de pe´nalite´ n’est pas notable, par contre le
nombre d’ite´rations est le´ge`rement plus e´leve´ en Lagrangien augmente´.
6.2.2 Poinc¸on axisyme´trique plat
Description
Nous conside´rons un poinc¸on axisyme´trique plat de rayon a soumis a` une force
P (Figure 6.1). Ce poinc¸on, suppose´ rigide entre en contact avec un demi-espace
e´lastique et s’enfonce d’une distance δ. On suppose alors la cre´ation d’une zone
adhe´sive re´partie sur toute la surface de contact de rayon a entre le poinc¸on et
le demi-espace (par affinite´ des mate´riaux ou interposition d’une colle).
P
P
a
δ
r r
demi-espace e´lastique
poinc¸on rigide
zone adhe´sive
Fig. 6.1 – Contact adhe´sif d’un poinc¸on axisyme´trique plat sur un demi-espace e´lastique.
Le mode`le par e´le´ments finis du proble`me est pre´sente´ a` la figure 6.2. Le poinc¸on
est choisi pour le contacteur Ω et le demi-espace e´lastique joue le roˆle de la
cible Ω′. Pour des raisons de syme´trie de re´volution, seule une section de la
moitie´ du proble`me est conside´re´e. Le demi-espace e´lastique est subdivise´ en 2400
e´le´ments tandis que le poinc¸on est discre´tise´ a` l’aide de 20 e´le´ments rigides. Pour
mode´liser de manie`re plus re´aliste le demi-espace e´lastique, celui-ci est e´tendu par
80 e´le´ments infinis. La charge P est applique´e sur l’axe de syme´trie du poinc¸on.
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Les valeurs des proprie´te´s mate´rielles du demi-espace sont les suivantes :
module de Young du demi-espace - = 100
module de Poisson du demi-espace ν = 0.3
Ces valeurs sont aussi utilise´es pour les simulations ulte´rieures.
La demi-largeur du poinc¸on conside´re´ est a = 1.5.
Ω
Ω′
P/2
poinc¸on rigide (20 e´le´ments)
demi-espace e´lastique (2400 e´le´ments)
←− e´le´ments infinis
Fig. 6.2 – Maillage par e´le´ments finis du proble`me du poinc¸on rigide en contact avec un
demi-espace e´lastique.
Etude adhe´sive e´lastique
Proble`me de Boussinesq (1885) – Si nous ne conside´rons pas de forces
adhe´sives, la pe´ne´tration δ du poinc¸on, la distribution de pression pn(r) et la
de´forme´e u(r) du demi-espace au niveau de l’interface sont donne´s par :
δ =
1− ν2
2-
P
a
(6.1)
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pn(r) =

− P
2pia2
1√
1− r2/a2 , r < a
0 , r ≥ a
(6.2)
u(r) =

−δ , r < a
−1− ν
2
pi-
P
a
arcsin[a/r] , r ≥ a
(6.3)
La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la de´forme´e avec la si-
mulation nume´rique pour diffe´rentes valeurs de P est pre´sente´e a` la figure 6.3 sui-
vante (la solution analytique y apparaˆıt en traits pleins et la solution nume´rique
en pointille´s ; noter que la de´forme´e est amplifie´e par un facteur 150 environ).
Cette le´gende reste valable pour les graphes suivants, sauf indication contraire.
Les forces adhe´sives sont de´sactive´es en prenant ga0 =∞.
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Fig. 6.3 – Poinc¸on plat en compression sans adhe´sion (ga0 = ∞). Distribution normale de
pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
On constate que les re´sultats de la simulation nume´rique sont en accord avec la
solution analytique. On remarque que pour r = a, la pression normale the´orique
est infinie pn(a) = −∞ et que la simulation nume´rique donne une valeur finie.
Extension de Sneddon (1946) – On effectue le meˆme test que pre´ce´demment
a` la diffe´rence que nous activons les forces adhe´sives (ga0 = 0) sur la surface de
contact. On obtient les re´sultats nume´riques de la figure 6.4.
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Avec l’adhe´sion, la solution nume´rique pre´voit un enfoncement le´ge`rement moins
important que la solution analytique. De plus, si on compare les distributions de
pression sans et avec adhe´sion, on constate que le profil est le´ge`rement diffe´rent.
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Fig. 6.4 – Poinc¸on plat en compression avec adhe´sion (ga0 = 0). Distribution normale de
pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
-0.5
-0.4
-0.3
pn(r)
r
P = 3
· avec adhe´sion
– sans adhe´sion
Fig. 6.5 – Comparaison pour une force constante de la distribution de pression entre contact
sans et avec adhe´sion.
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En effet, la pre´sence d’adhe´sion accroˆıt la pression aux extre´mite´s et la diminue
aux centre du poinc¸on (Figure 6.5). Rappelons que lorsqu’il y a contact (pn < 0),
les forces adhe´sives de notre mode`le ne travaillent pas dans la direction normale.
Cependant, lorsque le poinc¸on est enfonce´ contre le demi-espace, celui-ci se
de´forme aussi late´ralement dans la direction tangente a` cause de l’effet de
Poisson. Sans forces adhe´sives, il y a glissement radial exte´rieur dans la direction
tangente du demi-espace par rappport au poinc¸on ; par contre avec adhe´sion,
ces glissements ne peuvent avoir lieu en raison des forces adhe´sives tangentes
(lobe he´mishe´rique, voir Figure 3.20 b)). Ceci explique la diffe´rence des profils
de pression et d’enfoncement lorsqu’on conside`re des forces adhe´sives. On peut
ajouter que des simulations nume´riques sans forces adhe´sives mais avec des
forces adhe´rentes (µ = ∞) donnent les meˆmes re´sultats que ceux obtenus en
conside´rant l’adhe´sion mais sans frottement (µ = 0).
Remarque 6.2.1 Les profils avec et sans adhe´sion deviennent identiques aussi
si on supprime les effets de Poisson (ν = 0).
Les e´quations (6.1) a` (6.3) restent valables lorsque la force P devient une force
de traction. On peut comparer a` nouveau la solution analytique avec la solution
nume´rique (Figure 6.6). L’accord est excellent.
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Fig. 6.6 – Poinc¸on plat en traction avec adhe´sion (ga0 = 0). Distribution normale de pression
pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
Le proble`me du poinc¸on plat avec adhe´sion en traction est syme´trique par rapport
a` celui en compression. On note les meˆmes diffe´rences entre les deux solutions
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que pre´ce´demment dues au fait que la solution analytique ne conside`re que des
forces adhe´sives normales.
Etude de la de´cohe´sion
Etude de stabilite´ – La propagation de la fissure a pour conse´quence de
diminuer le rayon du contact a. Ainsi, nous pouvons “artificiellement” propager
la fissure en e´tudiant la distribution des contraintes pour diffe´rentes valeurs de a
(Figure 6.7). Les contraintes deviennent critiques (pn →∞) lorsque r → a et la
diminution de a accroˆıt l’intensite´ de la contrainte dans cette zone1. Le taux de
restitution d’e´nergie G (variation de la somme de l’e´nergie e´lastique et potentielle
totale en fonction de la surface de contact) s’exprime par :
G =
P 2
6pia3K
, avec
1
K
=
3
4
1− ν2
-
(6.4)
Le taux de restitution d’e´nergie augmente lorsque a diminue, ce qui explique
que la fissure soit instable (comme le montre aussi les expe´riences effectue´es
au chapitre pre´ce´dent). Nume´riquement, nous observons aussi une contrainte
critique (finie) pour a = 1.5. Si cette valeur de contrainte est supe´rieure a` un
seuil, la fissure s’amorce et a diminue, augmentant par conse´quent la contrainte
critique et emballant alors le processus de de´cohe´sion.
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pn(r)
r
P = −3
a = 1.5a = 1.0
a = 0.5
Fig. 6.7 – Distribution de pression en fonction du rayon du contact a. P est constant.
1En me´canique de la rupture, on dit que le facteur d’intensite´ des contraintes KI (mode en
traction) augmente.
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Propagation de la de´cohe´sion – Une analyse par le crite`re e´nerge´tique de
la me´canique de la rupture indique que la fissure se propage de manie`re instable
lorsque la force applique´e de´passe la valeur critique :
Pc = −
√
6pia3Kw , avec w l’e´nergie de Dupre´ (6.5)
Supposons maintenant que la charge critique Pc = P = −3. On a donc :
w =
3
2
1
pia3K
≈ 9.655E−4 (6.6)
Il s’agit maintenant d’introduire la meˆme valeur de w dans le mode`le nume´rique.
Compte tenu de :
w = 12 pMgM , (6.7)
il existe une infinite´ de possibilite´s de combiner le seuil adhe´sif pM et l’e´cart
de de´cohe´sion gM dans notre mode`le, pour une meˆme e´nergie w. On note dans
les simulations pre´ce´dentes que pour P = −3, on a pa ≈ 2.6. Par conse´quent,
pour qu’il y ait de´cohe´sion pour cette valeur de P , il faut que pM < 2.6. Dans le
mode`le propose´, la valeur de w n’est pas de´terminante pour pre´voir la de´cohe´sion
mais c’est plutoˆt la manie`re dont elle se re´partit entre pM et gM . Ainsi, pour une
meˆme valeur de w, il peut ou non y avoir de´cohe´sion. La re´partition de l’e´nergie
d’adhe´sion de´pendra du type d’interface que l’on mode´lise. Si c’est une interface
a` rupture de type fragile, on aura tendance a` avoir des pM e´leve´s et des petites
valeurs de gM (ide´alement, pour simuler une fissure au sens de la me´canique de
la rupture, il faudrait avoir pM = ∞ et gM = 0). Si par contre on mode´lise une
colle, voire une interface “paˆte a` modeler”, toujours pour une meˆme valeur de
w, on aura tendance a` avoir des valeurs pour pM faibles et des gM relativement
grands.
Dans la simulation que nous conside´rons, si Pc est un seuil critique alors pM < 2.6.
En choisissant pM = 2.0, on a d’apre`s (6.7) :
gM = 2
w
pM
= 9.655E−4 (6.8)
Les simulations nume´riques montrent alors que la de´cohe´sion se propage le long
de l’interface pour P = Pc = −3 (Figure 6.8) et que tous les liens adhe´sifs de
l’interface s’e´crouissent totalement (se´paration, s(ga) = 0.0 partout).
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Fig. 6.8 – Comparaison de la distribution de pression sans (pM = ∞) et avec (pM = 2.0)
de´cohe´sion.
Taux de convergence
Le taux de convergence des simulations effectue´es dans le cas ou` l’adhe´sion est
parfaite (pM =∞) est de quatre a` cinq ite´rations. Par contre, lors de la propaga-
tion de la de´cohe´sion le long de l’interface, le nombre d’ite´rations est plus impor-
tant. En effet, il faut environ une vingtaine d’ite´rations avant que la de´cohe´sion
devienne totale. L’observation des statuts lors des ite´rations montre que la “vi-
tesse de de´cohe´sion” varie. Tantoˆt quatre filaments se rompent en une ite´ration,
tantoˆt il faut plusieurs ite´rations pour qu’il y en ait un qui ce`de. Ceci montre
que la me´thode de Newton perd de son efficacite´ lors de la recherche des statuts
pour les proble`mes non-monotones.
6.2.3 Poinc¸on axisyme´trique sphe´rique
Description
Nous conside´rons un poinc¸on axisymme´trique sphe´rique de rayon R sur lequel
est applique´e une force P (Figure 6.9). Le poinc¸on s’enfonce d’une distance δ.
On suppose alors la cre´ation d’une zone adhe´sive re´partie sur l’aire de contact de
rayon a.
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P
P
a
δ
r r
R
demi-espace e´lastique
poinc¸on rigide
zone adhe´sive
Fig. 6.9 – Contact adhe´sif d’un poinc¸on axisyme´trique sphe´rique sur un demi-espace
e´lastique.
Le rayon de courbure est choisi R = 100. Le maillage du poinc¸on plat est repris
puis adapte´ en conse´quence. Les autres parame`tres ont les meˆmes valeurs que
dans la simulation pre´cedente.
Etude adhe´sive e´lastique
Proble`me de Hertz (1881) – Sans forces adhe´sives, le rayon de contact a,
la pe´ne´tration δ, la distribution de pression pn(r) ainsi que la de´forme´e u(r) du
demi-espace au niveau de l’interface s’expriment par :
a =
3
√
PR
K
, avec
1
K
=
3
4
1− ν2
-
(6.9)
δ =
a2
R
(6.10)
pn(r) =

−3
2
P
pia2
√
1− r2/a2 , r < a
0 , r ≥ a
(6.11)
u(r) =

−δ + r
2
2R
, r ≤ a
− a
2
piR
[√
r2/a2 − 1 + (2− r
2
a2
arcsin[a/r])
]
, r > a
(6.12)
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La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la de´forme´e (amplifie´e
d’un facteur 100 environ) avec la simulation nume´rique pour diffe´rentes valeurs
de P est pre´sente´e a` la figure 6.10.
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Fig. 6.10 – Poinc¸on sphe´rique en compression sans adhe´sion (ga0 =∞). Distribution normale
de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
Extension de Johnson–Kendall–Roberts (1971) – Supposons que nous
appliquions une force P1 sur le poinc¸on, comme pre´ce´demment. Par la the´orie de
Hertz, le rayon de contact a ainsi obtenu est relie´ a` P1 par :
P1 =
a3K
R
(6.13)
Imaginons maintenant que nous introduisions une e´nergie w a` l’interface et qu’il
se cre´e ainsi sur la surface de contact des forces adhe´sives. Si nous de´chargeons
ensuite le poinc¸on, faisant passer la force applique´e de P1 a` P , le rayon de contact
a, la pe´ne´tration δ, la distribution de pression pn(r) ainsi que la de´forme´e u(r)
du demi-espace au niveau de l’interface s’expriment selon la the´orie de JKR :
a =
3
√
P1R
K
(6.14)
δ =
a2
3R
+
2P
3aK
(6.15)
pn(r) =

−3
2
P1
pia2
√
1− r2/a2 + P1 − P
2pia2
1√
1− r2/a2 , r < a
0 , r ≥ a
(6.16)
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u(r) =

−δ + r
2
2R
, r ≤ a
− a
2
piR
[√
r2/a2 − 1 + (2− r
2
a2
arcsin[a/r])
]
+
1− ν2
pi-
P1 − P
a
arcsin[a/r] , r > a
(6.17)
On constate que si P = P1, on retrouve les relations de Hertz pour une force
applique´e P1. Selon la the´orie de JKR, coller un poinc¸on avec un demi-espace sur
une surface de contact de rayon a e´quivaut a` appliquer une charge P1 sous laquelle
en l’absence de forces adhe´sives, on obtiendrait le meˆme rayon de contact. P1 est
appele´ la force apparente d’adhe´sion.
Remarque 6.2.2 Une analyse de la distribution des pressions montre que la
surface de contact est divise´e en deux zones :
– Une zone centrale en compression de rayon r∗ (0 ≤ r ≤ r∗), avec :
r∗ = a
√
1− P1 − P
3P1
(6.18)
– Une zone annulaire en traction (r∗ < r ≤ a).
Remarque 6.2.3 Les distributions de pression (6.16) et la de´forme´e (6.17) sont
obtenues en effectuant la somme d’une contribution Hertzienne soumise a` une
charge de compression P1 et celle d’un poinc¸on plat soumis a` une charge de
traction P1 − P .
On suit le meˆme processus de collage pour les simulations nume´riques. On enfonce
le poinc¸on sous une charge P1 = 1. La surface de contact a alors un rayon de
a = 0.85. On active l’adhe´sion (ga0 = 0.0) pour les e´le´ments en contact (pn < 0). Le
poinc¸on est ensuite de´charge´ en appliquant une charge P ≤ P1. On compare alors
les re´sultats de la simulation nume´rique avec la solution analytique (Figure 6.11).
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Fig. 6.11 – Poinc¸on sphe´rique avec adhe´sion (ga0 = 0.0) pour une charge apparente P1 = 1.
Distribution normale de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs
de P .
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Fig. 6.12 – Comparaison pour une force constante de la distribution de pression entre contact
sans et avec adhe´sion (P1 = 1).
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Les simulations nume´riques sont globalement en accord avec la solution ana-
lytique. On note cependant quelques le´ge`res diffe´rences cause´es par deux
phe´nome`nes :
– En raison de la discre´tisation du solide, le rayon de la surface de contact
colle´e nume´riquement (a=0.85) n’est pas exactement celui pre´vu analyti-
quement (a=0.88). Cette diffe´rence peut eˆtre corrige´e en augmentant la
finesse du maillage.
– Ensuite, il apparaˆıt les meˆmes effets de Poisson mis en e´vidence
pre´ce´demment, dus au fait que la solution analytique ne conside`re qu’une
adhe´sion normale, et qui expliquent la diffe´rence de profil des pressions et
de la de´forme´e lorsque l’adhe´sion est active´e (Figure 6.12).
Etude de la de´cohe´sion
Etude de stabilite´ – Les contraintes deviennent critiques lorsque (r → a).
La de´cohe´sion va donc s’amorcer dans cette re´gion et faire de´croˆıtre le rayon de
contact a. Comme pre´ce´demment, nous e´tudions la distribution des contraintes
normales lorsque a diminue (Figure 6.13).
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Fig. 6.13 – Distribution de pression en fonction du rayon du contact a. P est constant et
P1 = 1.
Le taux de restitution d’e´nergie G, ainsi que la contrainte critique augmentent
lorsque a diminue, ce qui rend la propagation instable. G est donne´ par l’expres-
sion suivante :
G =
(P1 − P )2
6pia3K
(6.19)
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Propagation de la de´cohe´sion – Une analyse par le crite`re e´nerge´tique de
la me´canique de la rupture indique que la fissure se propage lorsque la force
applique´e de´passe la valeur critique :
Pc = −P1 = − 32 piwR (6.20)
Cette relation indique aussi le lien entre P1 et w :
w =
2
3
P1
piR
(6.21)
w est l’e´nergie me´canique par unite´ de surface lorsqu’on le poinc¸on est soumis a`
une charge compressive P1. La charge critique est donc celle pour laquelle l’e´nergie
me´canique de la traction est telle que Pc = −P1.
Pour les simulations nume´riques que nous effectuons, la de´cohe´sion est suppose´e
intervenir lorsque P = Pc = −1. Pour cette valeur, on note que pa est le´ge`rement
plus e´leve´e que 2.0. Si on choisit pM = 2.0, gM est donne´ par la relation :
gM =
2
3
P1
piR
≈ 2.122E−3 (6.22)
On observe alors la propagation de la de´cohe´sion sur toute l’interface pour P =
Pc. On confirme que la de´cohe´sion est instable.
Nous supposons maintenant que l’interface adhe´sive est constitue´e de deux zones :
– une zone centrale de rayon rd = 0.25 ou` pM = 10.0 et gM = 2.122E−3 ;
– une zone annulaire rd < r < a ou` pM = 2.0 et gM = 2.122E−3.
La propagation de la de´cohe´sion s’effectue alors dans la re´gion ou` les proprie´te´s
adhe´sives sont les plus faibles et elle s’arreˆte lorsque elle atteint la zone centrale
(Figure 6.14).
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Fig. 6.14 – Comparaison de la distribution de pression sans (pM = ∞) et avec (pM =
2.0, 10.0) de´cohe´sion.
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6.2.4 Poinc¸on axisyme´trique conique convexe
Description
Nous conside´rons maintenant un poinc¸on axisyme´trique conique convexe dont la
pointe forme un angle β avec la surface du demi-espace (Figure 6.15).
P
P
β
δ
rr
demi-espace e´lastique
poinc¸on rigide
zone adhe´sive
Fig. 6.15 – Contact adhe´sif d’un poinc¸on axisyme´trique conique convexe sur un demi-espace
e´lastique.
L’angle β est choisi tel que tanβ = 0.01.
Etude adhe´sive e´lastique
Proble`me de Love (1939), Harding–Sneddon (1945) – Sans forces
adhe´sives, le rayon de contact a, la pe´ne´tration δ, la distribution de pression
pn(r) ainsi que la de´forme´e u(r) du demi-espace au niveau de l’interface s’ex-
priment par :
a =
√
2P
pi-′ tan β
, avec -′ =
-
1− ν2 (6.23)
δ =
pia
2
tanβ (6.24)
pn(r) =

−-
′ tan β
2
arccos[a/r] , 0 < r ≤ a
0 , r > a
(6.25)
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u(r) =

−δ + r tanβ , r ≤ a
−2δ
pi
[
arcsin[a/r]− r
a
+
√
r2/a2 − 1
]
, r > a
(6.26)
La comparaison de la distribution de pression ainsi que de la de´forme´e (amplifie´e
d’un facteur d’environ 200) avec la simulation nume´rique pour diffe´rentes valeurs
de P est pre´sente´e a` la figure 6.16.
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Fig. 6.16 – Poinc¸on conique convexe en compression sans adhe´sion (ga0 = ∞). Distribution
normale de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
Traction du poinc¸on adhe´sif – Similairement a` la the´orie de JKR, on sup-
pose la cre´ation d’une zone adhe´sive de rayon a re´sultant d’une charge apparente
P1, et telle que :
P1 =
pi-′ tanβ
2
a2 (6.27)
L’enfoncement du poinc¸on δ, la distribution de pression pn(r) ainsi que la
de´forme´e u(r) du demi-espace au niveau de l’interface s’expriment alors :
δ = 12
(
pia tanβ − P1 − P
a -′
)
(6.28)
pn(r) =

−-
′
2
[
− P1 − P√
a2 − r2
1
a -′pi
+ tan β arccos[a/r]
]
, 0 < r ≤ a
0 , r > a
(6.29)
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u(r) =

−δ + r tan β , r > a
−P1 − P
a -′pi
arcsin[a/r]
+
[
arcsin[a/r]− r
a
+
√
r2/a2 − 1
]
a tanβ , r ≤ a
(6.30)
En choisissant a = 1 (qui e´quivaut a` une force apparente P1 de´termine´e a` l’aide
de (6.27)), on peut alors comparer les re´sultats de la simulation nume´rique avec
la solution analytique (Figure 6.17).
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Fig. 6.17 – Poinc¸on conique convexe avec adhe´sion (ga0 = 0.0) pour une charge apparente
P1 = 1.72 (a = 1). Distribution normale de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace
pour diffe´rentes valeurs de P .
Etude de la de´cohe´sion
Similairement au cas pre´ce´dents, on montre que la de´cohe´sion est instable. Le
taux de restitution d’e´nergie s’e´crit :
G =
(P1 − P )2
8pia3-′
(6.31)
De meˆme que pre´ce´demment, on peut aussi trouver des valeurs pM et gM telles
que le poinc¸on de´colle pour la charge critique the´orique Pc :
Pc = −54 w
2
pi-′ tan2 β
(6.32)
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6.2.5 Poinc¸on axisyme´trique conique concave
Motivation
La de´cohe´sion de tous les poinc¸ons e´tudie´s jusqu’a` pre´sent est instable. En rai-
son de leur forme convexe, les zones ou` les contraintes sont critiques sont celles
pour lesquelles r → a. La de´cohe´sion se propage ainsi toujours de l’exte´rieur
vers l’inte´rieur du poinc¸on. De plus, la configuration e´tant axisyme´trique, une
diminution δa du rayon de la surface adhe´sive se traduit par une de´croissance
quadratique δa2 de son aire. L’augmentation des contraintes critiques est donc
aussi parabolique en fonction de la diminution de a. Pour stabiliser le processus
de de´cohe´sion, celui-ci devrait s’effectuer a` partir de la zone centrale du poinc¸on
vers l’exte´rieur. Dans ce but, on s’inte´resse a` un poinc¸on de forme concave, pour
lequel la solution analytique n’est pas connue. Elle semble eˆtre la “meˆme” que
celle du poinc¸on convexe au changement de rayon r′ = a− r pre`s.
Description
Nous conside´rons maintenant le poinc¸on axisyme´trique conique concave dont
la pointe forme un angle β avec la surface du demi-espace et de largeur a
(Figure 6.18).
P
P
β
a δ
r r
demi-espace e´lastique
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zone adhe´sive
Fig. 6.18 – Contact adhe´sif d’un poinc¸on axisyme´trique conique concave sur un demi-espace
e´lastique.
L’angle β est choisi tel que tanβ = 0.01 et a = 1.5.
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Etude e´lastique (pM =∞)
Proble`me d’enfoncement – La distribution de pression ainsi que la de´forme´e
(amplifie´e d’un facteur 150 environ) pour le proble`me d’enfoncement sans
adhe´sion (ga0 =∞) sont obtenus par simulation nume´rique (Figure 6.19).
On observe un pic de pression pour r = a duˆ a` la forme pointue du poinc¸on au
bord.
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Fig. 6.19 – Poinc¸on conique concave en de´charge avec adhe´sion (ga0 = 0). Distribution
normale de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
De´charge du poinc¸on – Les forces d’adhe´sion sont active´es (ga0 = 0) sur toute
la largeur du poinc¸on (a = 1.5). On obtient alors les distributions de pression et
la de´forme´e (amplifie´e d’un facteur 200 environ) de la figure 6.20.
Il apparaˆıt deux zones ou` les contraintes sont critiques. Une re´gion en compression
a` l’exte´rieur (r = a) du poinc¸on et une re´gion centrale (r = 0) en traction. La
de´cohe´sion aura donc tendance a` se propager a` partir de la zone centrale vers
l’exte´rieur.
Lorsque l’on de´charge le poinc¸on, la contrainte de compression en r = a diminue
plus rapidement que l’augmentation de la contrainte de traction en r = 0.
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Fig. 6.20 – Poinc¸on conique concave en compression sans adhe´sion (ga0 = ∞). Distribution
normale de pression pn(r) et de´forme´e u(r) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de P .
Etude de la de´cohe´sion
Etude de stabilite´ – La fissure a e´te´ artificiellement propage´e en de´sactivant
l’adhe´sion (ga0 = ∞) pour des e´le´ments a` l’interface sur un rayon rd partant
du centre du poinc¸on. La distribution des contraintes obtenue est celle de la fi-
gure 6.21.
On observe que lorsque rd augmente, la contrainte critique de´croit. La propaga-
tion de la de´cohe´sion est donc stable dans ce cas. Ceci s’explique par le fait que la
contrainte moyenne augmente toutefois avec rd et il s’e´tablit une compensation
du travail des forces adhe´sives en raison des rayons (donc des surfaces) de contact
qui deviennent plus importants lorsqu’on s’e´loigne du centre du poinc¸on.
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Fig. 6.21 – Distribution de pression en fonction du rayon de de´cohe´sion rd. P est constant.
On remarque que le travail des forces adhe´sives reste constant en raison de l’augmentation
quadratique des aires de contact lorsqu’on s’e´loigne du centre du poinc¸on.
Propagation de la de´cohe´sion – Nous choisissons maintenant une e´nergie
d’adhe´sion w finie a` l’interface. On choisit de la re´partir entre gM et pM de la
manie`re suivante :
seuil adhe´sif pM = 2.3
e´cart de de´cohe´sion gM = 4.191E−3
e´nergie de Dupre´ w ≈ 5E−3
On observe alors nume´riquement une propagation stable de la de´cohe´sion comme
pre´vu (Figure 6.22).
On remarque que pour P = 0, la de´cohe´sion se propage de´ja` d’une certaine
longueur rd, car pour cette valeur la contrainte critique de traction pn(0) > pM .
Ensuite, la propagation s’arreˆte, pour une contrainte critique qui est infe´rieure
au seuil pM . Pour que la de´cohe´sion se poursuive, il faut augmenter la charge
P afin que pn(rd) > pM . La charge critique de de´collement total du poinc¸on est
Pc = P = −3.
Taux de convergence
La convergence de l’algorithme reste satisfaisante lorsque le statut des filaments
reste adhe´sif (moins de 4 ite´rations par incre´ment de charge). Ensuite, lorsqu’il
apparait des e´le´ments qui subissent une de´cohe´sion, le comportement de l’algo-
rithme de´pend alors du nombre de filaments rompus. Dans le cas pre´sente´, les
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incre´ments de charge sont effectue´s successivement et il faut en moyenne 8 a` 10
ite´rations pour chaque pas de charge pour que l’algorithme converge.
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Fig. 6.22 – De´collage progressif du poinc¸on conique concave. Distribution normale de pression
pn(r) et de´forme´e u(r) (amplifie´e environ 100 fois) du demi-espace pour diffe´rentes valeurs de
P .
6.3 Test d’arrachement
6.3.1 Ge´ne´ralite´s
Malgre´ la difficulte´ d’interpre´tation de ses re´sultats (voir [31] [103]), le test d’ar-
rachement d’une fibre plante´e dans une matrice est un des plus re´pandus pour
de´terminer expe´rimentalement les caracte´ristiques de l’interface, notamment sa
re´sistance au cisaillement τd qui fixe un seuil de cisaillement d’interface au dela`
duquel la de´cohe´sion se propage. Reprenant l’approche du mode`le de Cox (dite
“shear-lag”), Kim–Mai et al. [74] [75] [134] [73], Yue et al. [130] [133] e´tudient ana-
lytiquement la re´partition de la contrainte de cisaillement le long d’une interface
suppose´e parfaite (adhe´sion parfaite ne pouvant s’endommager) dans le cadre
d’un test d’arrachement. Cette solution suppose cependant que la de´cohe´sion
s’est propage´e d’une longueur l donne´e (fissure pre´existante). Ensuite, selon la
distribution du cisaillement, des crite`res de seuil de contrainte τd ou e´nerge´tiques
de la me´canique de la rupture (introduits par Gao et al.[44] puis repris par Zhou,
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Kim et Mai [134]), on de´termine si la propagation se poursuit. Dans un premier
temps, nous comparerons cette solution analytique avec les re´sultats d’une si-
mulation nume´rique ou` la longueur de la fissure pre´existante sera un parame`tre
et l’interface infiniment re´sistante. Ensuite, nous utiliserons la possiblite´ offerte
par le mode`le propose´ de faire e´voluer la de´cohe´sion en fonction de la charge ap-
plique´e. Nous verrons notamment que la de´cohe´sion se propage de manie`re stable
a` l’interface si la fibre est encastre´e a` son extre´mite´ non soumise a` la charge.
6.3.2 Analyse du proble`me par la me´thode dite
du “shear-lag”
Description
Le mode`le d’arrachement d’une fibre base´e sur l’analyse dite du “shear-lag”
(repre´sente´ a` la figure 6.23) consiste en une fibre (de rayon Rf = a) encastre´e au
centre d’un cylindre coaxial de matrice (de rayon Rm = b).
σ
θ
r
z
l
L
2a
2b
n
t
Fig. 6.23 – Sche´ma du test d’arrachement avec de´cohe´sion partielle.
L est la longueur totale de fibre encastre´e. Nous supposons aussi un de´but de
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de´cohe´sion (de´cohe´sion partielle) de longueur l. Une contrainte de traction σ est
applique´e a` l’extre´mite´ de la fibre (a` z = 0) tandis que la base du cylindre de
matrice est encastre´e (a` z = L). L’autre extre´mite´ de la fibre (a` z = L) est
suppose´e libre.
L’analyse comple`te du proble`me dans un syste`me de coordonne´es cylindriques
{r, θ, z} (pour mieux de´crire la configuration axisyme´trique du proble`me) par la
me´thode du “shear-lag” est donne´e en annexe C. Mentionnons simplement ici
que cette analyse repose sur l’e´lasticite´ line´aire simplifie´e de la fibre et de la
matrice et que par conse´quent cette solution n’est qu’approche´e. Dans ce qui
suit, les indices f , m et i se rapportent a` la fibre, a` la matrice et a` l’interface,
respectivement.
Solution analytique
La distribution des contraintes de cisaillement le long de l’interface pour une
avance´e l de la fissure fixe´e arbitrairement est donne´ par :
pt = τi(z)t
=

−µ[q0 + q∗(z)]t , 0 ≤ z < l
σa
√
A1
[[A2
A1
+ σlσ
]
cosh[
√
A1(L− z)]− A2A1 cosh[
√
A1(l − z)]
sinh[
√
A1(L− l)]
]
t , l ≤ z ≤ L
(6.33)
ou` q0 est la contrainte re´siduelle radiale (de compression) re´sultant du
re´tre´cissement de la matrice sur la fibre apre`s le refroidissement de la matrice
de sa tempe´rature de coulage a` la tempe´rature ambiante. σl est de´fini comme
la contrainte normale dans la fibre au niveau de la re´gion de transition (z = l)
entre la zone intacte de l’interface et celle de´colle´e. A1 et A2 sont des parame`tres
de´pendant de la ge´ome´trie et des proprie´te´s de la fibre et de la matrice. La fonc-
tion q∗(z) est une contrainte radiale supple´mentaire provenant de la contraction
par effet de Poisson de la fibre soumise a` une tension axiale. Ces fonctions ou
parame`tres sont explicite´s dans l’annexe C.
La distribution des contraintes de cisaillement se divise en deux re´gions. Dans la
re´gion de´colle´e (0 ≤ z < l), le cisaillement est duˆ au frottement de Coulomb. Dans
la re´gion colle´e (l ≤ z ≤ L), le cisaillement prend une valeur critique pour z = l.
Ceci explique aussi que la fissure se propage a` partir de la surface exte´rieure. En
effet, si il n’y a pas de fissure pre´existante (l = 0), le cisaillement est maximal
pour z = 0.
On constate que dans cette solution, frottement et adhe´sion sont des phe´nome`nes
qui sont de´couple´s et le seul statut du frottement retenu est le glissement.
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6.3.3 Mode`le nume´rique
Description
Compte tenu de la syme´trie du proble`me, seul un secteur du syste`me est
conside´re´e dans une configuration axisyme´trique (Figure 6.24 a)). Le maillage
adopte´ est celui de la figure 6.24 b).
L− z
r
Ω
Ω′
σ
a)
b)
fibre
fibre
matrice
matrice
(axisyme´trique)
Fig. 6.24 – Configuration axisyme´trique du proble`me et maillage.
La fibre et la matrice sont discre´tise´es en 450 et 1500 e´le´ments quadratiques
bidimensionnels, respectivement. 51 e´le´ments de contact sont re´partis le long de
l’interface entre la fibre et la matrice. La valeur du rayon interne de la matrice
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est choisie le´ge`rement infe´rieure a` celle du rayon de la fibre afin d’introduire une
pression re´siduelle (pre´contrainte) q0 a` l’interface.
Parame`tres
La fibre est constitue´e de verre et la matrice d’e´poxyde. Les parame`tres pour la
fibre, la matrice et l’interface suivants sont choisis :
rayon de la fibre a = Rf = 0.0625mm
rayon externe de la matrice b = Rm = 1.9862mm
largeur de l’interface L = 2.5mm
module d’e´lasticite´ de la fibre -verre = 70GPa
module d’e´lasticite´ de la matrice -e´poxy = 2.2GPa
coefficient de Poisson de la fibre νverre = 0.2
coefficient de Poisson de la matrice νe´poxy = 0.35
coefficient de frottement verre/e´poxyde µ = 0.3
pression re´siduelle d’interface q0 ≈ −50GPa
Le rayon de la fibre correspond a` des fibres re´elles utilise´s au LMAF pour l’e´tude
des forces pontantes (voir [120]). Le module d’e´lasticite´ choisi est celui que nous
avons determine´ expe´rimentalement (voir au paragraphe 5.3.3). Les me´thodes
expe´rimentales pour de´terminer le coefficient de frottement µ et la pression
re´siduelle de re´tre´cisement q0 sont re´sume´es par Yue et al. [131], et ensuite ap-
plique´es a` une interface verre/e´poxyde d’un composite fibreux par Yue et al. [132].
Les simulations sont effectue´es en se servant de la me´thode de la pe´nalite´. On a
cependant ve´rifie´ qu’on obtient des re´sultats similaires en Lagrangien augmente´.
6.3.4 Simulation avec une fibre non-encastre´e
Ge´ne´ralite´s
La simulation consiste a` propager la fissure d’une certaine longueur l avant de
comparer les re´sultats nume´riques obtenus avec la solution analytique. Cepen-
dant, cette dernie`re suppose que l’extre´mite´ (z = L) de la fibre est libre et l’es-
sai est instable pour cette configuration. En effet, le transfert de charge entre
la fissure est uniquement assure´ par l’interface. Si certains filaments ce`dent,
ine´vitablement d’autres filaments ce`deront aussi en raison de la diminution de la
surface adhe´sive et de l’augmentation de la contrainte moyenne et critique qui en
re´sulte. La de´cohe´sion de propagera ainsi sur toute l’interface jusqu’a` l’arrache-
ment complet de la fibre. Par conse´quent, nous propagerons la fissure de manie`re
artificielle en de´sactivant l’adhe´sion (ga0 = ∞) des filaments de la zone de´colle´e
(0 ≤ z < l) et en supposant que les filaments adhe´sifs (ga0 = 0) de la zone colle´e
(l ≤ z ≤ L) ne peuvent s’endommager (pM =∞).
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On compare alors la distribution des contraintes de cisaillement τi(z) a` l’interface
obtenus par simulation nume´rique avec la solution analytique, pour diffe´rentes
valeurs de longueur de´colle´e l et pour diffe´rents coefficients de frottement µ.
(Figure 6.25). La charge applique´e σ = 920MPa est constante.
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Fig. 6.25 – Distribution du cisaillement tangent τi(z) sur l’interface pour une charge de
traction σ = 920MPa constante applique´e sur la fibre. On diffe´rencie les diffe´rentes zones par
le statut des e´le´ments de contact a:adhe´sion, g:glissement et ar:adhe´rence.
Les re´sultats nume´riques sont globalement en accord avec la solution analytique.
Cependant, on peut noter quelques diffe´rences :
– Interface intacte : l = 0.0
Pour le cas sans frottement (µ = 0.0), la solution nume´rique pre´voit un
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cisaillement plus e´leve´ a` l’extre´mite´ z = L de la fibre. En effet, proposant
une approche par l’e´nergie comple´mentaire totale, Quek et Yue [105]
montrent que la solution base´e sur une analyse de type “shear-lag”
sous-estime les concentrations de contrainte a` l’interface fibre-matrice.
Pour le cas avec frottement (µ = 0.3), nous voyons que l’interface se divise
en deux zones. La premie`re zone, partant de l’extre´mite´ de la fibre soumise
a` la charge, est adhe´sive avec glissement. La contrainte de cisaillement est
dans cette re´gion plus e´leve´e que le seuil de frottement et il y a glissement
par conse´quent. Par contre, les filaments adhe´sifs supportent alors une
charge. La seconde zone est uniquement adhe´rente. Cette re´partition
re´sulte du couplage entre le frottement et l’adhe´sion, notamment du fait
que l’adhe´rence prime sur l’adhe´sion.
– Interface partiellement de´colle´e : l = ld
Sans frottement, l’interface se divise en une zone adhe´sive et une zone
glissante (µ = 0.0). On remarque encore une fois la sous-estimation des
contraintes critiques aux extre´mite´s de la fibre par la solution analytique.
Lorsqu’on introduit le frottement (µ = 0.3), il y a toujours glissement
dans la zone de´colle´e. Par contre, dans la zone intacte, on observe une
re´gion adhe´sive avec glissement (ou` la contrainte de cisaillement est plus
importante que le seuil de glissement), l’autre e´tant adhe´rente.
Remarquons aussi que le seuil de glissement (−µpn) de´croˆıt lorsque z → 0.
Ceci s’explique par le fait que la fibre soumise a` la charge de traction
provoque une ouverture de la matrice dans cette re´gion (voir maillage
de´forme´ de la figure 6.26) et diminue ainsi localement la pression normale
de contact (pn(z)). On observe similairement une ouverture locale de la
matrice en z = l, re´sultant d’effets de Poisson et aussi mise en e´vidence
par [102].
– Interface entie`rement de´colle´e : l = L
Il n’y a plus de phe´nome`nes adhe´sifs sur toute l’interface. On remarque
alors que lorsqu’il y a frottement (µ = 0.3), il apparaˆıt une premie`re zone
adhe´rente proche de l’extre´mite´ libre de la fibre, la seconde e´tant une
zone de glissement. La solution analytique ne pre´voit qu’une zone avec
glissement, ceci faisant partie des hypothe`ses de son de´veloppement.
Par ses hypothe`ses restrictives, le mode`le de type “shear-lag” sous-estime les
contraintes critiques, ne pre´voit pas l’apparition de plusieurs zones distinctes
au sein de l’interface, ni l’influence de la de´formation des corps sur la pres-
sion normale et donc le frottement tangent. C’est un mode`le simple, ne´anmoins
appre´ciable.
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Fig. 6.26 – Maillage de´forme´ pour l = ld et µ = 0.3. La de´forme´e est amplifie´e d’un facteur
100.
6.3.5 Simulation avec une fibre encastre´e
Ge´ne´ralite´s
Nous supposons maintenant que l’extre´mite´ (z = L) de la fibre est encastre´e.
La de´cohe´sion peut alors se propager de manie`re stable. En effet, contrairement
a` l’essai pre´ce´dent, toute la charge applique´e n’est pas transfe´re´e par l’interface
car une partie est transmise par l’extre´mite´ encastre´e de la fibre. Nous utilisons
les valeurs suivantes, de´termine´es au chapitre pre´ce´dent, pour les proprie´te´s de
l’interface :
seuil adhe´sif pM = 37.5MPa
e´cart de de´cohe´sion gM = 3.733E−6mm
La charge σ sera normalise´e par rapport a` une charge de re´fe´rence σ0 = 18.4 MPa.
Ici, le frottement µ = 0.3 est toujours pris en conside´ration. Reprenant une
partie des efforts de cisaillement, il accroˆıt la stabilite´ du proble`me, comme le
montre [102], ralentissant par conse´quent le processus de de´cohe´sion.
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La charge σ applique´e sur la fibre est progressivement augmente´e et on observe
la propagation de la de´cohe´sion (Figure 6.27).
Pour σ/σ0 ≤ 2.92, il n’y a pas d’endommagement de l’interface. σd = 2.92 σ0
est donc la charge critique de de´cohe´sion. Le cisaillement maximal a` l’interface
pour cette valeur de charge est τi(0) = τd = 46 MPa. τd est le parame`tre
principal obtenu d’un essai d’arrachement (voir [131]). Expe´rimentalement, τd
a e´te´ mesure´ pour des composites fibre de verre/matrice e´poxyde par Yue et
al. [132] et Feillard [35]. Ils trouvent des valeurs comprises entre 40 et 100 MPa.
La valeur obtenue nume´riquement avec nos parame`tres expe´rimentaux est en
accord avec ces donne´es.
On constate que la propagation de la de´cohe´sion, bien que le processus soit
stable, ne s’effectue pas proportionnellement a` la charge applique´e sur la fibre.
Pour l = 0 et lorsque la charge applique´e est σ = σd, la charge est reprise
principalement par l’interface. Une petite augmentation de la charge σ propage
la fissure de manie`re conside´rable. Ensuite, lorsque la longueur de´colle´e l devient
proche de la longueur de l’interface L, la charge est reprise presque inte´gralement
par l’encastrement plus que par le transfert a` l’interface. L’incre´ment de charge
doit eˆtre plus important pour qu’un nombre limite´ de filaments soit endommage´.
Pour finir, lorsque toute l’interface est de´colle´e, le transfert de charge s’effectue
inte´gralement par l’extre´mite´ encastre´e de la fibre.
La figure 6.28 montre l’e´volution de la longueur de´colle´e l en fonction de la
charge σ applique´e sur la fibre.
On constate principalement trois phases au processus :
– Une premie`re phase ou` le transfert de charge s’effectue par l’interface qui
s’endommage de manie`re instable,
– puis une phase de transition ou` le transfert de charge se re´partit entre
l’interface et l’extre´mite´ encastre´e de la fibre,
– et finalement, c’est l’encastrement de la fibre qui retient cette dernie`re.
Taux de convergence
Le nombre d’ite´rations ne´ce´ssaires pour que l’algorithme converge est globalement
proportionnel au nombre de filaments rompus. La de´cohe´sion totale de l’interface
s’effectue en une cinquantaine d’ite´rations. Toutefois, il apparaˆıt parfois des cas ou`
la longueur de de´cohe´sion est plus e´leve´e mais que l’algorithme converge en moins
d’ite´rations. C’est l’avantage de la me´thode de Newton ge´ne´ralise´e sur d’autres
me´thodes plus classiques comme l’algorithme de Lemke ou celui d’Uzawa. A
l’inte´rieur d’une meˆme phase (Figure 6.28), la variation du nombre d’ite´rations
est faible.
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Fig. 6.27 – Distribution du cisaillement tangent τi(z) sur l’interface pour diffe´rentes charges
de traction σ et propagation de la de´cohe´sion.
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Fig. 6.28 – Evolution de la longueur de´colle´e l en fonction de la charge σ applique´e sur la
fibre.
6.4 Propagation d’une fissure a` travers un com-
posite fibreux
6.4.1 Ge´ne´ralite´s
Motivation
Les phe´nome`nes micro-me´caniques apparaissant lors de la propagation d’une fis-
sure dans un mate´riau composite sont complexes. On peut cependant distinguer
trois micro-me´canismes e´le´mentaires a` savoir la rupture de la fibre, la fissuration
de la matrice et la de´cohe´sion interfaciale. Ces phe´nome`nes se retrouvent alors
couple´s dans des micro-me´canismes plus complexes tels que l’arrachement de la
fibre et le pontage de la fissure par la fibre. Ces derniers sont influence´s par de
nombreux facteurs, comme par exemple le rapport des rigidite´s et du module de
Poisson entre les composants, le frottement et l’adhe´sion a` l’interface, l’espace-
ment entre les fibres, le rapport volumique entre le renfort et la matrice. C’est
l’ensemble de ces phe´nome`nes e´le´mentaires et couple´s qui de´terminent l’endom-
magement des composites.
Pour e´tudier expe´rimentalement ce processus, des simplifications sont ne´cessaires.
On conside`re par exemple la propagation d’une fissure dans une matrice conte-
nant une seule fibre (Figure 6.29).
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Fig. 6.29 – Exemple d’un essai expe´rimental de propagation d’une fissure dans une matrice
contenant une fibre. (D’apre`s [120])
On peut alors e´tudier les conditions de propagation de la fissure a` travers le
composite et de sa de´viation le long de l’interface lorsque celle-la` s’approche de
la fibre. Il peut aussi y avoir rupture de la fibre mais dans ce qui suit nous
supposerons que ce n’est pas le cas et que la fibre est suffisamment re´sistante. En
utilisant une fibre optique avec un re´seau de Bragg, il est possible de mesurer la
de´formation de la fibre lors de ce processus et d’en de´duire les forces pontantes
re´sultant de la pre´sence des fibres (voir Studer [120]).
Dans ce qui suit, il s’agit de simuler nume´riquement cette expe´rience. On peut
ici souligner une des diffe´rences principales entre une fissure et une de´cohe´sion,
a` savoir que la premie`re peut se propager ale´atoirement dans la matrice (selon
le chargement notamment) tandis que la seconde ne se propage que le long de
l’interface en principe le plus souvent. Dans la simulation qui suit, nous faisons
l’hypothe`se que la fissure matricielle est plane. Ainsi, il sera possible d’utiliser
les e´le´ments d’adhe´sion du mode`le propose´ pour mode´liser la fissure en faisant
l’hypothe`se supple´mentaire qu’il n’y a pas de diffe´rence entre les phe´nome`nes de
cohe´sion d’un mate´riau (la matrice) et d’adhe´sion de deux mate´riaux (la matrice
et le renfort). Cette hypothe`se semble fonde´e (Maugis [87]).
Description
Le sche´ma de la simulation nume´rique propose´e est montre´ a` la figure 6.30 sui-
vante.
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Fig. 6.30 – Sche´ma de la simulation nume´rique. Bloc de re´sine renforce´e par une fibre de
verre.
avec les dimensions suivantes :
rayon de la fibre Rf = 0.0625mm
largeur de la matrice l = 1mm
longueur de la matrice L = 1.125mm
hauteur de la matrice h = 1.5mm
longueur avant la fibre d = 0.687mm
Conditions aux limites
L’ouverture de la matrice sur le plan de la fissure s’effectue par un de´placement
impose´ positif dans la direction de z le long du segment de´fini par :
{
x ∈ [− l
2
l
2
] , y = 0 , z = 0
}
Cela correspond a` un coin que l’on enfonce dans l’entaille servant d’amorce de
fissure. En raison du de´placement impose´ de cette manie`re, la propagation de la
fissure est stable (voir par exemple Maugis [87]).
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Proprie´te´s e´lastiques et tribologiques.
Les proprie´te´s e´lastiques sont celles d’une fibre de verre et d’une matrice en
e´poxyde. En choisissant un rayon interne de la matrice qui entoure la fibre
l’e´ge`rement infe´rieur au rayon de la fibre, comme pour la simulation pre´ce´dente
d’arrachement d’une fibre, on obtient quasiment la meˆme pression re´siduelle q0
a` l’interface. Les proprie´te´s adhe´sives de la fissure sont choisies e´gales a` celles
d’une interface verre/e´poxyde. Il aurait e´te´ pre´fe´rable d’utiliser les donne´es
des proprie´te´s de cohe´sion e´poxyde/e´poxyde pour se rapprocher de re´sultats
expe´rimentaux. Cependant, les re´sultats de l’e´tude qui suit restant relatifs, ce
choix reste acceptable.
module d’e´lasticite´ de la fibre -verre = 70GPa
module d’e´lasticite´ de la matrice -e´poxy = 2.2GPa
coefficient de Poisson de la fibre νverre = 0.2
coefficient de Poisson de la matrice νe´poxy = 0.35
coefficient de frottement verre/e´poxyde µ = 0.3
pression re´siduelle d’interface q0 ≈ −50GPa
seuil adhe´sif de la fissure pfM = 37.5MPa
e´cart de de´cohe´sion de la fissure gfM = 3.733E−6mm
Les simulations nume´riques seront divise´es principalement en deux se´ries. Dans
un premier temps, nous supposerons que l’interface est parfaite afin de mettre
en e´vidence le pontage de la fissure par la fibre, puis nous rechercherons quelles
sont les proprie´te´s adhe´sives de l’interface pour qu’il y ait de´viation de la fissure
et de´cohe´sion de l’interface.
6.4.2 Mode`le nume´rique
Compte tenu de la syme´trie de l’essai, nous n’en simulerons qu’un quart. Le
maillage est repre´sente´ a` la figure 6.31 suivante.
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Fig. 6.31 – Vue en perspective et de dessus du maillage e´le´ments finis utilise´ pour la simulation
de la fissuration tridimensionnelle d’un composite fibre de verre/matrice e´poxyde.
La fibre et la matrice sont discre´tise´s en 96 et 3072 e´le´ments, respectivement. 294
e´le´ments de contact sont re´partis sur le plan de la fissure et 117 a` l’interface.
Les simulations sont effectue´es en utilisant la me´thode de la pe´nalite´ afin de
re´duire le temps des calculs. Il serait cependant judicieux et plus re´aliste d’utiliser
la me´thode de la pe´nalite´ pour les e´le´ments adhe´sifs de l’interface et la me´thode
du Lagrangien augmente´ pour ceux de la fissure. On comprend bien que les liens
adhe´sifs de l’interface ont une rigidite´ (meˆme si elle est de´ja` relativement grande)
beaucoup plus faible que celles de liens cohe´sifs de la matie`re.
6.4.3 Re´sultats des simulations
Pontage de fissure (propagation)
Re´sultats – Nous effectuons une premie`re se´rie de simulations en supposant
une interface parfaite (piM =∞). Nous accroissons le de´placement impose´ u¯. Ceci
provoque la rupture de certains liens adhe´sifs du plan de fissure et on peut ainsi
tracer l’e´volution du front de fissure (compose´ de filaments intacts) en fonction
du de´placement impose´ (Figure 6.32).
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Fig. 6.32 – Evolution du front de fissure dans le plan de fissure (z = 0) pour diffe´rentes
valeurs du de´placement impose´ pour une interface parfaite (piM =∞).
Sur l’e´volution de la fissure – L’e´volution de la fissure se caracte´rise princi-
palement par trois phases. Au de´but, lorsque la fissure est assez loin de la fibre,
celle-ci se propage de manie`re stable. La propagation de la fissure s’acce´le`re en-
suite a` l’approche de la fibre. Une fois que la fissure atteint la fibre celle-ci est
ralentie de manie`re conside´rable en raison du pontage de la fibre et il faut impo-
ser un de´placement relativement e´leve´ pour que la fissure contourne la fibre.
L’acce´le´ration de la fissure a` l’approche de la fibre puis sa stabilisation sont aussi
constate´es expe´rimentalement par Humbert.
Sur la forme de la fissure – On note tout d’abord que le bord x = l/2 re´siste
plus a` la propagation de la fissure. Ceci s’explique par les conditions aux limites
de la face x = l/2 qui est libre. En effet, Benthem [8], Nakamura–Parks [95] et
plus re´cemment Sukumar et al. [122] montrent une diminution des facteurs d’in-
tensite´ de contrainte a` l’extremite´ libre. De plus en conside´rant des conditions
aux limites pe´riodiques selon x (imposition des de´placements selon x sur la face
x = l/2), Pietrzyk [102] constate nume´riquement que le profil de la fissure est
droit lorsqu’on est suffisamment loin de la fibre.
Lorsque la fibre ponte la fissure, le profil de cette dernie`re entoure partiellement
la fibre. La profil de la fissure observe´ expe´rimentalement par Humbert est globa-
lement en accord qualitatif avec les re´sultats obtenus par la pre´sente simulation
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nume´rique (Figure 6.33).
front de fissure
fibre
matrice
Fig. 6.33 – Profil du front de fissure obtenu expe´rimentalement par Humbert lorsque la
fissure contourne la fibre.
Ces re´sultats sont aussi qualitativement en accord avec Xu et al. [128] dont le
profil du front de fissure est celui obtenu a` la figure 6.34 suivante.
Fig. 6.34 – Profil du front de fissure obtenu par Xu–Bower–Ortiz. (D’apre`s [128])
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De´cohe´sion interfaciale (de´viation)
Sur les conditions de de´viation – En diminuant le seuil adhe´sif de l’in-
terface, celle-ci commence a` s’endommager lorsqu’on choisit piM ≈ 10MPa. On
conserve le meˆme e´cart de de´cohe´sion a` la rupture pour l’interface que celui utilise´
pour la fissure (giM = 3.733E−6mm). Le rapport critique entre le seuil adhe´sif de
l’interface et celui de la fissure pour qu’il y ait de´viation de la fissure a` l’interface
est donc donne´ par :
R = p
i
M
pfM
≈ 0.27 (6.34)
Monerie [90] obtient un rapport comparable pour une ge´ome´trie, des lois des
mate´riaux et tribologiques diffe´rentes. L’e´cart de de´cohe´sion de la fissure gfM
e´tant e´gal a` celui de l’interface giM , ce rapport critique R est aussi celui des
e´nergies de Dupre´ respectives.
Re´sultats – On impose les meˆmes de´placements que pour la simulation
pre´ce´dente. On peut ainsi une fois de plus tracer l’e´volution du front de fissure
(compose´ de filaments intacts) en fonction du de´placement impose´ (Figure 6.35).
u¯1 = 10µm
u¯2 = 12µm
u¯3 = 14µm
u¯4 = 15µm
u¯5 = 16µm
u¯6 = 24µm
Fig. 6.35 – Evolution du front de fissure dans le plan de fissure (z = 0) pour diffe´rentes
valeurs du de´placement impose´ pour une interface endommageable (piM = 10MPa).
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Sur l’e´volution de la fissure – Lorsqu’on est suffisamment loin de la fibre, le
fait que l’interface soit endommageable ne joue aucun roˆle et on obtient les meˆmes
profils que pour une interface parfaite. Cependant, lorsque la fissure s’approche
de la fibre (u¯3 = 14µm), on note de´ja` un de´but d’endommagement de l’interface.
Celle-ci s’endommage alors se´rieusement pour u¯4 = 15µm et retient la fissure
presqu’aussi efficacement que lorsque l’interface est parfaite. Pour u¯5 = 16µm,
la fissure e´volue peu. Par contre, la de´cohe´sion interfaciale se propage alors de
manie`re conside´rable. Ensuite (lorsque u¯6 = 24µm), la de´cohe´sion interfaciale
monte rapidement le long de l’interface et la fissure se propage alors plus loin
que si la fissure e´tait ponte´e par la fibre. Comme le montre aussi Xu et al. [128],
la de´cohe´sion est ine´gale autour de la fibre. La figure suivante nous montre la
re´partition des forces adhe´sives pa autour de la fibre pour un de´placement impose´
u¯5 entraˆınant une de´cohe´sion partielle de l’interface (Figure 6.36).
Fig. 6.36 – Re´partition de la contrainte adhe´sive pa autour de la fibre pour u¯5 = 16µm. Les
forces adhe´sives nulles (en bleu fonce´) indiquent des re´gions de´colle´es.
Taux de convergence
Lorsque l’interface ne subit pas d’endommagement et que le plan de fissure est
suppose´ parfait (piM = p
f
M = ∞), l’algorithme converge en trois ite´rations. En-
suite, lorsque l’on propage la fissure dans le plan avec une interface parfaite, le
nombre d’ite´rations est proportionnel a` l’avance´e de la fissure lorsque celle-ci est
relativement e´loigne´e de la fibre. On compte alors une quinzaine d’ite´rations en
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moyenne. Ensuite, lorsque la fissure atteint la fibre, il faut compter plus d’une
vingtaine d’ite´rations. On constate meˆme parfois que l’algorithme avance la fis-
sure d’une ongueur trop importante puis recherche un e´quilibre en faisant reculer
la fissure.
Conclusion
Le pontage d’une fissure semble eˆtre un moyen efficace pour ralentir la propaga-
tion de la fissure. On essaiera donc d’obtenir une interface aussi forte que possible
pour augmenter la re´sistance d’un composite. Ne´anmoins, le ralentissement de la
propagation de fissure par de´viation a` l’interface est aussi un moyen relativement
important pour augmenter la re´sistance d’un composite. En effet la de´viation
reste efficace tant que l’interface n’est pas entie`rement de´colle´e. On pre´conisera
donc l’utilisation de fibres longues pour des composites dont la re´sistance de
l’interface est faible. Les figures suivantes (Figure 6.37 et Figure 6.38) montrent
la distribution des contraintes et la de´forme´e (amplifie´e) des configurations de
pontage de fissure et de de´chaussement de la fibre, respectivement.
Fig. 6.37 – Contraintes de Von Mises et de´forme´e lors du pontage de la fissure par la fibre
(u¯6 = 24µm).
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Fig. 6.38 – Contraintes de Von Mises et de´forme´e lors de la de´viation de la fissure et du
de´chaussement de la fibre (u¯6 = 24µm).
Chapitre 7
Conclusion
Synthe`se
L’objectif principal de cette the`se est de formuler une loi d’adhe´sion cohe´rente et
re´aliste, couple´e a` une loi de contact avec frottement. La loi d’adhe´sion propose´e
s’inscrit dans le cadre des mate´riaux standard ge´ne´ralise´s e´tendu aux interfaces.
Elle de´rive de potentiels d’e´nergie libre et de dissipation d’interface. Ces potentiels
satisfont certaines conditions qui assurent que les principes de la thermodyna-
mique sont respecte´s par cette loi d’adhe´sion. Cette dernie`re est ensuite rajoute´e
en paralle`le a` une loi de contact unilate´ral avec frottement sec. Selon la normale,
le contact re´git la pression tandis que l’adhe´sion re´git la tension. Dans le plan
tangent, le frottement et l’adhe´sion se conjuguent pour re´gir le cisaillement.
Cette loi non-re´gulie`re est ensuite re´gularise´e par la me´thode de la pe´nalite´ et par
la technique du Lagrangien augmente´ ; dans les deux cas, les forces adhe´sives sont
obtenues par une projection sur le crite`re de de´cohe´sion. Cette loi non-line´aire
est encore line´arise´e (par coˆnes). Afin d’eˆtre re´solue par une me´thode ite´rative
de Newton, les matrices Jacobiennes de l’adhe´sion sont de´rive´es. Un e´le´ment fini
de contact avec frottement et adhe´sion nœud a` nœud est ensuite de´veloppe´ dans
le code d’e´le´ments finis TACT.
Les parame`tres du mode`le (les proprie´te´s adhe´sives) sont ensuite estime´s
expe´rimentalement pour des interfaces verre silanise´/e´poxyde. Une expe´rience ori-
ginale a ainsi e´te´ de´veloppe´e permettant de mesurer certaines proprie´te´s adhe´sives
normales, et combine´e a` des re´sultats d’expe´riences ante´rieures.
Le mode`le est utilise´ tout d’abord pour l’e´tude du de´collement d’un poinc¸on
rigide d’un demi-espace e´lastique. Ensuite, il est applique´ pour une meilleure
compre´hension du comportement me´canique des mate´riaux composites. Une
premie`re simulation d’un test d’arrachement permet d’illustrer comment se pro-
page la de´cohe´sion le long de l’interface ainsi que de pre´ciser les informations
obtenues d’un tel essai. Une seconde simulation d’une fissure se propageant dans
un mate´riau composite indique le profil de la fissure a` l’approche de la fibre ainsi
que les conditions de de´viation/propagation de la fissure.
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Originalite´
Loi d’adhe´sion
La loi d’adhe´sion se distingue des pre´ce´dentes par plusieurs traits originaux. Tout
d’abord, l’introduction d’une variable interne cine´matique mesurant l’allonge-
ment irre´versible des filaments de “colle” (e´tirement), a` la place de la variable
interne adimensionnelle mesurant localement l’intensite´ d’adhe´sion. L’interface
adhe´sive est constitue´e d’une multitude de filaments adhe´sifs ayant chacun une loi
de comportement de type plastique avec e´crouissage adouc¸issant. Dans le mode`le
propose´, il n’y a pas d’endommagement de la rigidite´ des filaments qui reste
constante. L’endommagement (e´lastique) re´side dans l’allongement irre´versible
des filaments. La de´cohe´sion s’effectue sur une distance finie au dela` de laquelle le
filament se rompt et les forces adhe´sives s’annulent, contrairement aux mode`les
pre´ce´dents ou` la de´cohe´sion s’effectue sur une distance infinie, ce qui est peu
re´aliste meˆme si ces forces deviennent ne´gligeables au dela` d’une certaine dis-
tance. Le mode`le est inde´pendant des taux et il n’y a pas de viscosite´ des forces
adhe´sives a` l’interface. Enfin, le comportement des filaments est tel que ces der-
niers n’opposent aucune re´sistance en compression. De plus, le choix de la fonction
indiquant l’allure de la de´cohe´sion reste libre. Il est ainsi possible d’adapter le
mode`le pour diffe´rents types de de´cohe´sion d’interface.
Le seuil de de´cohe´sion n’est plus fixe´ par l’e´nergie d’adhe´sion de Dupre´. En effet,
le crite`re de de´cohe´sion est dans cette approche un crite`re en contrainte. L’e´nergie
d’adhe´sion reste proportionnelle a` cette contrainte seuil, mais cependant, pour
une meˆme e´nergie de Dupre´ il peut y avoir ou non de´cohe´sion. Ceci permet de
mode´liser plusieurs types de colles et mieux caracte´riser le comportement des
diffe´rentes interfaces que l’on peut rencontrer.
Re´gularisation
La loi de frottement est re´e´crite de manie`re e´quivalente en introduisant une
variable interne de glissement. Ceci permet de rapporter toutes les variables
cine´matiques observables dans le potentiel d’e´nergie libre, le potentiel de dis-
sipation ne de´pendant plus alors que des variables internes et de leur taux. Ainsi,
le proble`me de minimisation se re´sume a` la minimisation des termes de l’e´nergie
libre, le couplage entre les variables cine´matiques et internes e´tant regroupe´ dans
un syste`me d’inclusions qui contraint le proble`me de minimisation. On justifie
ainsi le fait que la pe´nalisation du frottement ne s’effectue pas sur le graphe en
vitesse (provenant de la dissipation) mais re´sulte d’un terme e´lastique (provenant
de l’e´nergie libre). Jusqu’ici, ce terme e´lastique e´tait simplement rajoute´ lors de
la pe´nalisation. On montre que ce terme provient d’une barre rigide ajoute´e en
se´rie a` la loi de frottement.
De meˆme, la technique du Lagrangien augmente´ est applique´e au potentiel
d’e´nergie libre contraint par le syste`me d’inclusions. La re´solution incre´mentale
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de ce syste`me d’inclusions permet de retrouver une formulation en Lagrangien
augmente´ du frottement identique a` celle obtenue lorsqu’on n’introduit pas de
variable interne dans la formulation du frottement (et que toutes les variables
sont cine´matiques). La technique du Lagrangien augmente´ est donc ici applique´e
a` un proble`me a` variable interne.
Par sa formulation, les termes de l’e´nergie libre regroupent d’emble´e les variables
cine´matiques, le potentiel de dissipation ne de´pendant que de variables internes.
Les me´thodes de la pe´nalite´ et du Lagrangien augmente´ sont donc de manie`re si-
milaire applique´es a` l’adhe´sion par la meˆme approche de re´solution des syste`mes
d’inclusions couple´ au proble`me de minimisation des termes d’e´nergie libre.
Expe´riences
Une expe´rience permettant d’estimer la contrainte de de´cohe´sion pM d’une inter-
face a e´te´ de´veloppe´e. En effet, la plupart des techniques existantes mesurent cette
proprie´te´ de l’adhe´sion lorsqu’elle est couple´e au frottement. Il est ainsi difficile
de distinguer les contributions de chacun de ces phe´nome`nes. Par la formulation
de la loi d’adhe´sion propose´e, la de´termination des proprie´te´s normales a` l’inter-
face est suffisante pour la calibration du mode`le. Cependant, cette expe´rience n’a
permis de de´terminer qu’un seul des deux parame`tres en raison de la vitesse du
processus de de´cohe´sion due a` son instabilite´.
Simulations nume´riques
La validation de l’algorithme de l’adhe´sion, notamment de la projection des forces
adhe´sives et des tenseurs Jacobiens de l’adhe´sion (ainsi que leur imple´mentation)
ont e´te´ effectue´es pour les trois dimensions, en pe´nalite´ et en Lagrangien aug-
mente´.
Les simulations nume´riques du de´collement d’un poinc¸on rigide colle´ sur un demi-
espace e´lastique ont de´montre´ que ces proble`mes sont abordables par l’approche
de la me´canique des contacts, le proble`me ayant e´te´ e´tudie´ par une approche de
la me´canique de la rupture. On a montre´ ainsi que la de´cohe´sion de´pend du profil
du poinc¸on et que celle-ci peut devenir stable en choisissant des profils de poinc¸on
concaves. Ceci peut s’ave´rer tre`s utile pour concevoir un essai expe´rimental avec
une propagation de fissure stable.
Perspectives
Loi d’adhe´sion
Si on s’inte´resse surtout a` des interfaces a` rupture de type fragile, la de´cohe´sion est
si brutale qu’un cycle de de´charge-recharge n’est jamais observe´. On a donc gM →
0. Il serait donc plus simple de supprimer le parame`tre gM de la formulation.
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Cependant, on aurait alors pM →∞ et le travail d’adhe´sion devient inde´fini. La
question reste ouverte.
Inte´gration nume´rique
On constate au cours des simulations nume´riques une convergence line´aire des
statuts de contact de la me´thode de Newton ge´ne´ralise´e dans la phase pre´liminaire
de de´tection. Une me´thode performante devrait parvenir a` pre´server la conver-
gence quadratique de la me´thode de Newton standard meˆme lors de cette phase
pre´liminaire. Ce point ne´cessite d’eˆtre approfondi, et e´ventuellement la recherche
ou l’ame´lioration de la me´thode d’inte´gration conside´re´e.
Le calcul des aires de contact tributaires s’effectue de manie`re approximative et
l’erreur commise de´pend notamment de la re´gularite´ du maillage. Ceci affecte la
pre´cision du calcul des pressions de contact, et surtout de la tension adhe´sive pa.
Si pa est sur-e´value´ ou sous-e´value´, on aura rupture “pre´mature´e” du filament
ou re´sistance anormale de celui-ci, respectivement. Par conse´quent, le calcul des
aires tributaires est de´terminant, et pour minimiser les erreurs commises, on
pre´conisera un maillage aussi re´gulier et aussi fin que possible. Dans le cadre de
travaux futurs, il serait approprie´ et commode d’e´tablir une me´thode plus pre´cise
que celle existante pour e´valuer les aires tributaires de contact.
Expe´riences
La de´termination de gM reste proble´matique pour des interfaces a` rupture fra-
gile. Comme pre´conise´ dans cette the`se, une solution consiste a` de´terminer le
pic d’adhe´sion pM par un premier essai (de traction, comme celui re´alise´ dans ce
travail) puis l’e´nergie d’interface w par un second essai (de poinc¸onnement) pour
en de´duire l’e´cart a` la rupture gM = 2w/pM cherche´.
On peut aussi ame´liorer la pre´cision des instruments d’aquisition des donne´es
mais l’investissement risque d’eˆtre trop grand par rapport aux informations re-
cueillies.
Il est clair que si l’on supprime gM comme sugge´re´ pre´ce´demment, ce proble`me
se trouve re´solu du meˆme coup. Par contre, on perd alors la possiblite´ de pouvoir
mode´liser des de´cohe´sions d’interfaces de type diffe´rent (ductile, fragile).
Simulations nume´riques
Conside´rant le proble`me du poinc¸on rigide sur un demi-espace e´lastique, on pour-
rait utiliser le mode`le de´veloppe´ pour valider la solution propose´e par DMT
(Derjaguin–Muller–Toporov [30]) qui suppose la pre´sence de forces adhe´sives hors
de la zone de contact. Il serait aussi inte´ressant d’e´tudier le comportement du
mode`le ici propose´ en relation avec le mode`le propose´ par Maugis [86] qui s’af-
franchit du fait que les zones adhe´sives correspondent a` des surfaces de contact
pre´alablement comprime´es.
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Souvent, une zone plastique se de´veloppe dans la re´sine autour du front de fissure.
Il serait inte´ressant d’e´tudier la propagation d’une fissure a` l’aide des e´le´ments
d’adhe´sion de´veloppe´s dans une matrice mode´lise´e avec une loi de comportement
e´lasto-plastique, en mettant l’accent sur une comparaison avec la me´canique de
la rupture.
On pourrait encore aller plus loin en introduisant des e´le´ments d’adhe´sion entre
tous les e´le´ments solides non-connecte´s d’un maillage. On serait alors en mesure
d’e´tudier la propagation d’une fissure dans des directions non-pre´de´finies.
Le domaine d’application de ce mode`le reste relativement vaste car il s’applique
a` tout assemblage adhe´sif. Une application inte´ressante serait dans le domaine
de la biome´canique, notamment pour la mode´lisation des ligaments (osseux, par
exemple). En effet, une analyse plus de´taille´e de ces ligaments montre qu’ils sont
constitue´s d’une multitude de filaments posse`dant chacun une loi de de´cohe´sion.
De plus, ces derniers ce preˆtent mieux, en raison de l’e´chelle, a` une de´termination
expe´rimentale des parame`tres adhe´sifs, notamment par leur e´longation avant rup-
ture qui est mesurable. La fonction de de´cohe´sion serait ensuite adapte´e selon leur
comportement en e´tirement. Cependant, il faudrait alors introduire de la visco-
site´ dans le mode`le, car celle-ci ne peut plus eˆtre ne´glige´e. On pourrait ensuite
e´ventuellement pre´voir la force d’arrachement d’une dent, par exemple.
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Annexe A
Rappels de base d’analyse
convexe
Ge´ne´ralite´s
Cette annexe contient les principaux re´sultats de l’analyse convexe et d’optimisa-
tion utilise´s dans le cadre de cette e´tude. Pour une pre´sentation plus exhaustive,
on pourra se re´fe´rer entre autres a` Rockafellar [111], Moreau [94], Van Tiel [124],
Hiriart–Urruty [59] et Hiriart–Urruty–Lemare´chal [58]. Ce re´sume´ s’inspire aussi
notamment de [23], [118] et de [43].
Notions d’analyse convexe
De´finitions
Un coˆne K est un sous-ensemble (de Rn) constitue´ de rayons issus de l’origine,
et donc invariant par une multiplication positive :
K ⊂ Rn | ∀x ∈ K, ∀λ ≥ 0 , on a λx ∈ K
Un ensemble convexe est un sous-ensemble (de Rn) tel que tout segment de´limite´
par deux points de l’ensemble est entie`rement contenu dans l’ensemble :
C ⊂ Rn | ∀x,y ∈ C , ∀λ ∈ [0, 1] , on a (1− λ)x + λy ∈ C
La fonction f : Rn → R ∪ {+∞} est dite convexe si :
∀x,y ∈ Rn, ∀λ ∈ [0, 1] , on a f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)
Une fonction convexe f : Rn → R ∪ {+∞} est propre sur Rn si elle n’est pas
identiquement e´gale a` +∞.
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Soit une fonction f : Rn → R ∪ {+∞} et a ∈ Rn. f est dite semi-continue
infe´rieurement au point a si quel que soit K ∈ R tel que K < f(a), il existe
un voisinnage U autour de a tel que f(U) > K. f est dite semi-continue
infe´rieurement si f est semi-continue infe´rieurement en tout point de Rn.
La fonction indicatrice IC : Rn → R∪{+∞} d’un ensemble non-vide C est de´finie
par :
IC(x) =
{
0 si x ∈ C
+∞ si x 3∈ C
Si C est un ensemble convexe, alors IC est une fonction convexe (et vice-versa).
Le sous-diffe´rentiel ∂f(x) au point x d’une fonction convexe f : Rn → R est
l’ensemble des sous-gradients y ∈ Rn.
∂f(x) = {y ∈ Rn | y · (z− x) + f(x) ≤ f(z) , ∀z ∈ Rn}
ou` ( · ) denote le produit scalaire dans Rn.
Proposition
Soit un ensemble convexe C de´fini par m fonctions convexes fi :
C = {x ∈ Rn | fi(x) ≤ 0 , i = 1 . . .m} , fi ∈ C1
Alors le sous-diffe´rentiel de la fonction indicatrice de cet ensemble s’e´crit :
∂IC (x) = {y ∈ Rn | y =
m∑
i=1
λi∇fi , fi ≤ 0 , λi ≤ 0 , λifi = 0}
Projection sur un convexe
De´finitions
Soit ‖ . ‖ la norme Euclidienne dans Rn. La longueur d’un segment [x,y] ou la
distance entre deux points x ∈ Rn et y ∈ Rn est donne´e par ‖x− y‖.
La distance d’un point x a` un ensemble convexe ferme´ non-vide C est de´finie
comme la distance minimale entre ce point x et tout point y de l’ensemble. La
distance est note´e DC(x), et on a :
DC(x) ≤ ‖x− y‖ , ∀y ∈ C
La projection d’un point x sur un ensemble convexe ferme´ non-vide C est de´finie
comme le point le plus proche de x appartenant a` C . La projection est note´e
PC(x), et on a :
‖PC(x)− x‖ ≤ ‖x− y‖ , ∀y ∈ C , PC (x) ∈ C
Annexe A • 235
Soit K ⊂ Rn un coˆne. Le coˆne polaire K0 ⊂ Rn est de´fini par :
K0 = {y ∈ Rn |y ·x ≤ 0 , ∀x ∈ K}
Lemme
La de´rive´e de la moitie´ de la distance a` un coˆneK au carre´ est e´gale a` la projection
sur le coˆne polaire K0.
Par exemple, R− est le coˆne polaire de R+. On peut donc e´crire :( 1
2D
2
R+(x)
)′
= PR−(x)
Propositions
1. Si K = R+ = {x ∈ R : x ≥ 0}, alors pour x ∈ R :
PR+(x) = max(0, x) =
{
x si x ≥ 0
0 sinon
ou` l’ope´rateur “max” signifie le maximum des deux arguments.
2. Si K = R− = {x ∈ R : x ≤ 0}, alors pour x ∈ R :
PR−(x) = min(0, x) =
{
x si x ≤ 0
0 sinon
ou` l’ope´rateur “min” signifie le minimum des deux arguments.
3. Si C = (−∞, r] = {x ∈ R : x ≤ r}, alors pour x ∈ R :
P(−∞,r](x) = min(r, x) =
{
x si x ≤ r
r sinon
ou` l’ope´rateur “min” signifie le minimum des deux arguments.
4. Si Br = {x ∈ R2 : ‖x‖ ≤ r}, alors pour x ∈ R2 :
PBr(x) =
 x si x ∈ Brr x‖x‖ sinon
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Annexe B
Algorithme de projection pour
l’adhe´sion
Ge´ne´ralite´s
Dans cette annexe, nous pre´sentons l’algorithme de projection de la loi d’adhe´sion
d’abord lorsqu’elle est re´gularise´e par la pe´nalite´ puis lorsqu’elle l’est par celle du
Lagrangien augmente´. En re´alite´, le meˆme algorithme de projection est utilise´ et
adapte´ a` la re´gularisation. Le Lagrangien augmente´ se distingue par le calcul de
l’action ha agissant sur le nœud de Lagrange d’adhe´sion, en plus de la contrainte
adhe´sive pa. L’algorithme de projection consiste a` calculer une contrainte d’essai
“adhe´sive” et, si elle viole le crite`re d’adhe´sion, a` la projeter sur ce crite`re. Il
s’appelle aussi l’algorithme de retour radial ou de rafle d’un convexe. L’algorithme
de projection se de´compose en une se´rie de trois tests :
– Le premier test consiste a` controˆler que le filament n’est pas de´ja`
comple`tement endommage´. Si c’est le cas, le statut jeu est alors de´clare´
ce qui e´vite d’effectuer des projections sur un crite`re d’emble´e nul.
– Dans le test suivant, on distingue le statut jeu des autres statuts en
de´terminant si le vecteur e´cart est a` l’inte´rieur du lobe he´misphe´rique.
– Si ce n’est pas le cas, les filaments adhe´sifs supportent une charge. Le
troisie`me test examine si la charge supporte´e est supe´rieure a` la charge
critique. Si c’est le cas, l’e´tat de de´cohe´sion est de´clare´ et la projection s’ef-
fectue. Sinon, l’e´tat est adhe´sif et on peut ente´riner la contrainte adhe´sive.
L’algorithme de la loi de contact avec frottement est effectue´ avant celui de
l’adhe´sion. Le couplage avec l’adhe´sion re´sulte de l’influence des statuts du
contact avec frottement sur l’adhe´sion. On exprime ainsi le fait que le statut
du contact influence la direction de la force adhe´sive et que l’adhe´rence prime
sur l’adhe´sion. Ceci est repre´sente´ sous la forme d’un organigramme.
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Algorithme d’adhe´sion en pe´nalite´
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Algorithme d’adhe´sion en Lagrangien augmente´
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Organigramme du couplage du contact avec frottement et de l’adhe´sion
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Annexe C
Analyse du transfert de charge a`
l’interface fibre/matrice d’un test
d’arrachement
Cette annexe s’inspire largement de Kim et Mai [73].
Description
Le mode`le d’arrachement d’une fibre base´e sur l’analyse dite du “shear-lag”
(repre´sente´ en figure C.1) consiste en une fibre (de rayon Rf = a) encastre´e
au centre d’un cylindre coaxial de matrice (de rayon Rm = b). Le rapport du
volume de fibre sur celui de la matrice est note´ ϕ = a
2
b2−a2 . L est la longueur to-
tale de fibre encastre´e. Nous supposons aussi un de´but de de´cohe´sion (de´cohe´sion
partielle) de longueur l. Une contrainte de traction σ est applique´e a` l’extreˆmite´
de la fibre (a` z = 0) tandis que la base du cylindre de la re´sine est encastre´e (a`
z = L). L’autre extre´mite´ (en z = L) de la fibre est libre.
Nous choisissons le syste`me de coordonne´es cylindriques {r, θ, z} pour mieux
de´crire la configuration axisyme´trique du proble`me. Dans ce cadre, nous suppo-
sons les mate´riaux de la matrice et de la fibre a` la fois e´lastiques et isotropes,
et les composantes de la contrainte (σr, σθ, σz, τ rz) et du de´placement (ur, uz)
inde´pendantes de θ, les autres composantes e´tant nulles. La contrainte applique´e
est transfe´re´e de la fibre a` la matrice par l’interme´diaire de la contrainte de
cisaillement d’interface τi(z).
241
242 • Analyse du transfert de charge a` l’interface fibre/matrice
σ
θ
r
z
l
L
2a
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Fig. C.1 – Sche´ma du test d’arrachement avec de´cohe´sion partielle.
Re´solution analytique
Les relations contraintes-de´formations ge´ne´rales s’e´crivent :
-zf (r, z) =
1
Ef
(
σzf (r, z)− νf [σrf (r, z) + σθf (r, z)]
)
(C.1)
-zm(r, z) =
1
Em
(
σzm(r, z)− νm[σrm(r, z) + σθm(r, z)]
)
(C.2)
-rzm (r, z) =
2(1 + νm)
Em
τ rzm (r, z) (C.3)
ou` les indices f , m et i se rapportent a` la fibre, a` la matrice et a` l’interface,
respectivement. E de´signe le module de Young et ν le coefficient de Poisson.
De plus, les conditions d’e´quilibre me´canique entre les composants du composite
s’e´crivent :
σ = σzf (z) +
1
ϕ
σzm(z) (C.4)
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dσzf (z)
dz
= −2
a
τi(z) (C.5)
∂σzm(z)
∂z
+
∂τ rzm (r, z)
∂r
+
τ rzm (r, z)
r
= 0 (C.6)
La contrainte axiale moyenne dans la matrice σzm(z) de l’e´quation (C.4) est de´finie
par l’expression suivante en de´formation plane :
σzm(z) =
2
b2 − a2
∫ b
a
σzm(r, z)rdr (C.7)
Solution pour les composantes de la contrainte dans la zone intacte
(l ≤ z ≤ L)
La surface cylindrique de la matrice e´tant libre et du fait que la contrainte de
cisaillement de la matrice τ rzm (r, z) est e´gale a` la contrainte de cisaillement d’in-
terface τi(r, z) a` l’interface (r = a), on a :
τ rzm =
ϕ(b2 − r2)
ar
τ rzi (z) (C.8)
Les de´placements axiaux e´tant continus a` l’interface (uzm(a, z) = u
z
f(a, z)), la
combinaison de (C.3) et de (C.8), puis la de´rivation par rapport a` z donne :
dτi(z)
dz
=
aEm[-zm(b, z)− -zf(a, z)]
(1 + νm)[2ϕb2 ln(b/a)− a2] (C.9)
Il faut aussi tenir compte d’une contrainte radiale a` l’interface supple´mentaire
q∗(z), provenant de la contraction par effet de Poisson de la fibre soumise a` une
tension axiale. Elle est obtenue par l’hypothe`se de continuite´ des de´formations
tangentes a` l’interface (-θf (a, z) = -
θ
m(a, z)) :
q∗(z) =
ζνfσzf (z)− νmσzm(z)
ζ(1− νf) + 1 + νm + 2ϕ , ζ =
Em
Ef
(C.10)
avec ζ le rapport des modules de Young. En combinant les e´quations (C.3), (C.4),
(C.9) et (C.10), nous obtenons une e´quation diffe´rentielle du second degre´ pour
la contrainte axiale dans la fibre σzf (z) :
1
A1
d2σzf (z)
dz2
− σzf (z) =
A2
A1
σ (C.11)
avec :
A1 =
2[ζ(1− 2kνf ) + ϕ(1− 2kνm)]
(1 + νm)[2ϕb2 ln(b/a)− a2])
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A2
A1
= − ϕ(1− 2kνm)
ζ(1− 2kνf) + ϕ(1− 2kνm)
k =
ζνf + ϕνm
ζ(1− νf) + 1 + νm + 2ϕ
Avec les conditions aux limites :
σzf (l) = σl = σ − ω(σ¯ − σ)[exp(ηl)− 1] , σzf (L) = 0 (C.12)
σ¯ et η e´tant de´finis plus loin.
Nous obtenons ainsi des solutions pour la contrainte axiale dans la fibre σzf (z) et
dans la matrice σzm(z), les contraintes de cisaillement dans la matrice τ
rz
m (z) et a`
l’interface τi(z) :
σzf (z) = σ
[[A2
A1
+ σlσ
]
sinh[
√
A1(L− z)]− A2A1 sinh[
√
A1(l − z)]
sinh[
√
A1(L− l)] −
A2
A1
]
(C.13)
σzm(z) = σ
[
− ϕ
[
A2
A1
+ σlσ
]
sinh[
√
A1(L− z)]− A2A1 sinh[
√
A1(l − z)]
sinh[
√
A1(L− l)] + ϕ
A2
A1
]
(C.14)
τ rzm (r, z) =
σϕ
√
A1(b2 − r2)
2r
[[A2
A1
+ σlσ
]
cosh[
√
A1(L− z)]− A2A1 sinh[
√
A1(l − z)]
sinh[
√
A1(L− l)]
]
(C.15)
τi(z) = σa
√
A1
[[A2
A1
+ σlσ
]
cosh[
√
A1(L− z)]− A2A1 cosh[
√
A1(l − z)]
sinh[
√
A1(L− l)]
]
(C.16)
Dans ce cadre, σl est de´fini comme la contrainte s’appliquant dans la re´gion limite
(a` z = l) entre la partie intacte et la partie de´colle´e de l’interface (la pointe de
la fissure).
Solution pour les composantes de la contrainte dans la zone de´colle´e
(0 ≤ z ≤ l)
On suppose qu’il apparaˆıt des phe´nome`nes de glissement dans la re´gion de´colle´e,
et le transfert de charge a` travers l’interface s’ope`re par une loi de frottement de
Coulomb avec un coefficient de frottement constant µ :
τi(z) = −µ[q0 + q∗(z)] (C.17)
ou` q0 est la contrainte re´siduelle (de compression) de direction radiale re´sultant
du re´tre´cissement de la matrice sur la fibre duˆ au refroidissement de la matrice de
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sa tempe´rature de coulage a` la tempe´rature ambiante. En combinant les e´quations
(C.1), (C.4), (C.5), (C.8) et (C.17), en tenant compte des conditions aux limites
suivantes :
σzf (0) = σ (C.18)
et de l’e´quation (C.12) a` z = l, nous obtenons des solutions pour les composantes
des contraintes :
σzf (z) = σ − ω(σ¯ − σ)[exp(ηz)− 1] (C.19)
σzm(z) = ϕω(σ¯ − σ)[exp(ηz)− 1] (C.20)
τ rzm (r, z) =
ϕηω(b2 − r2)
2r
(σ¯ − σ) exp(ηz) (C.21)
τi(z) =
aηω
2
(σ¯ − σ) exp(ηz) (C.22)
avec :
ω =
ζνf
ζνf + ϕνm
, η =
2µk
a
, σ¯ = − q0
ωk
Illustration
Les distributions de contraintes sont illustre´es a` la figure C.2. Notons la concentra-
tion de contrainte apparaissant au front de fissure, ou` le cisaillement τi(z) est dis-
continu. La de´croissance vers l’extreˆmite´ ou` s’applique la charge des contraintes
axiales de la fibre et de cisaillement d’interface dans la re´gion de´colle´e est un effet
direct de Poisson re´sultant de la contraction late´rale de la fibre soumise a` une
traction.
246 • Analyse du transfert de charge a` l’interface fibre/matrice
0
0
0
0
0
0
1
2
3
4
5
10
20
20
30
40
40
60
80
100
0.1
0.1
0.1
0.2
0.2
0.2
0.3
0.3
0.3
0.4
0.4
0.4
0.5
0.5
0.5
σ
)
z
L
σ
z f
(G
P
a)
σ
z m
(K
P
a)
τ i
(M
P
a)
L− z (mm)
a)
b)
c)
Fig. C.2 – Re´partition des contraintes lors d’un test d’arrachement d’une fibre d’un mate´riau
composite, ayant au pre´alable subi une de´cohe´sion partielle de longueur l, par la me´thode dite
du “shear-lag”. On distingue a) contraintes axiales de la fibre σzf , b) contraintes axiales de la
matrice σzm et c) contrainte de cisaillement interfacique τi le long de l’interface. (D’apre`s [73])
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